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�� �� �� ���	 �
 ��
 C ����� �
��
 �
��� �
 A����� ��
��
 ����� ����� ���  � ����� �����

!�"�
 #�" $��%& ��' (
�)* �
 +�, -.�  �

x(yz) = (xy)z j_k

(x + y)z = xz + yz, x(y + z) = xy + xz jck

α(xy) = (αx)y = x(αy) j`k

/α�0�1�
 �2 3 A�� z3 y 4 x�2 �
�


5�"�
 ��"
� y ∈ I �2 3 x ∈ A �2 Ǳ
'
 �
 #�7�2 5���7 A 8��
�9 :; <�#��
  � 
� A ��� '
 I ������'

/����7 A �= ��	3� <�#��
  � 
� I 4�"�
 A��
� <�#��
 52 3 :; <�#��
 52 I �7
 /8yx ∈ A9 xy ∈ A

/I �= A #�7�2 ����7 8#��9 �%>
3 
� I 8���	3� 4��
� 4:;9 <�#��


?�� '
 ��7�@
 #=�� <�#��
 A�2 �� �� ���B2 �
#�� ��2<�#��
 <�.�B��� 8���	3� 4��
� 4:;9 ��2<�#��


/����C� �
�> ��"��*

��� D�E ��' �
�, �3�B��� �� �� F�� �� #��
 G���
 ����  � A ����� ��� 4#3H� �
 �7


‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ (x, y ∈ A) jfk

_



�� ���	 �
 �"�
 e �I
3 ��� �
�
� A J��K.2 3

xe = ex = x (x ∈ A) jbk

3

‖e‖ = 1 jek

/����7�� G���
 ���  � 
� A #�C��

h$ �o��	I �� *�� p,�� )*1�
 .x, y ∈ A �� "��� xy = yx ���$ .�$�K��� �q���� A �� *�� ��r �� N!\

)e′ = e′e = e ��>
� 	�� s	H jbk �� ��
 e′�'� ��$! .	���� s	H jbk �� �� *�� ����� e ∈ A

E�/�� !� (�� �� 	I�� �43 ���� �� @�I �� �� ��t� .����� V&I #�
�� ��� C$�� !� 98u� 	I�� �43 ����

C$�� �M��� �$�� !� � ����B +��H �� 	
�� �� A �43 h$ C�B �K�-
 �� � ����� (��� �� *�=H "�$&


"����� 98u� ��$! 	���:
 ���� #�
�� "����� "�$�%
 *�8t� �� �88� (�	�A 	I�� �43 ���� ��;3 �� )���'

O��:
 �Q�,� �$! v$�B �� 	I�� h$ (�� �� 	�-1�
 ���	I�� �� �$�M
� "��� � 	
���	I�� �Mt� #�
��

i��!� "��t8� !� G/?-� A1 �$��' )	���
 	I�� �43 "���� A � ���� s	H jfk� j_kD$��� �� A ���� w�Q

)α ∈ C � x ∈ A (� �� �� 	��� (x, α) 9 ��

A1 = {(x, α) : x ∈ A,α ∈ C}

�$��'�� �%
 �� �$! +��H �� �� ]�,� ���� C$�� A1 "�� ��� ��S
 ��B �� �� "����� "�4Q @�:3�

(x, α)(y, β) = (xy + αy + βx, αβ) jdk

������ ���5 7��^:� �

‖(x, α)‖ = ‖x‖ + |α| e = (0, 1) jak

� 1 � Q�� ��� $� h $ x −→ (x, 0) � ��� � s	 H jek �  j_k D $�� � �� A1 � � �� �� � �	 $� � - I�� � � (� � ��

)*�� h$ .	�� �� �� jA1 !� �Q�B �� @��	$� h$ "�� �� .*S�SI ��k A1 !� �$�4Q �$! "�� �� A!� "�-���$�

�� �	� 	��� "	�� h$ "�4Q �$! � A ��S-1� [:� �H;� ���� A1 ��>
� �$��>� �/$ (x, 0) �� �� x �'�

c



)*�� e "�8���

. yn → y � xn → x �'� �� *�� ���� 7$	� 7$� )	
���'�� A �� �-���
 G:3 h$ �� ]�, jfk "��1��


��=t  � !� 98�� 7$� �� xnyn → xy ��>
�

xnyn − xy = (xn − x)yn + x(yn − y) jgk

O	��� �� �-���
 −*��� � �-���
 −JA ]�, .x�\�� 	$��� *�� ��

xny −→ xy , xyn −→ xy j_nk

)yn → y� xn → x �'�

��:
 V&I C$�� !� �� jek � ���:
 y$�� j_nk !� � C��, j�q���zk �B�� �� (�� �� �� jfk �� *�� 9���

O��� {�-1' �� �%
 ���� "����� "����
�� �/
� (�	�

+�, �� �� �� #��
 e �= 0 �I
3 �
 ����� ���  � J��K.2 3 G���
 ����  � A 5���7 ����� 	
��


� #�" #�
� �L�0�M�& ��.2 �� ��
 ����� A �
 ���� N��E J�
 �� / �"�
 �����M −��
� 3 �����M −:;

/����� -���& G���
 ���  � �
 
� A 3 #��� ��0�&

8/��
�� J�
 '
 
� A = {0}O0�� ��P �0�I e �= 0Q��9

�$��'�� �%
 ���$! "����, �� �� Mx ]�, −JA �>8:3 x ∈ A �� "�!� �� �
����

Mx(z) = xz (z ∈ A) j_k

(� �� �� .Ã ⊆ B(A) 	����� �-���
 −*��� ]�, �� �K
� !� )	��� �� Mx "��t8� "�3�:K� Ã �$��'

*�tH�� )*�� ��t � x→Mx �� *�� p,�� )*�� A �� �-���
 ��t � "���>8:3 "��t8� #�
�� "�4Q B(A)

��>
� .x ∈ A �'� )Mxy = MxMy ����:� �� 	���� ]�K$� "�$&
 *���

||x|| = ||xe|| = ||Mxe|| ≤ ||Mx||||e|| jck

)	����� �-���
 (� E�/�� �� ���� Ã ��� "�� �� A !� �1�Q�����$� h$ x→ Mx *��>
 �H;� ��B ��

(�A

||MxMy|| ≤ ||Mx||||My|| , ||Me|| = ||I|| = 1 j`k

`



N�
 !� GH�I "m���
� �� *�1
 B(A) �� Ã (��� �-1� �� @���� ��
 7$� �� 	��� N� t �'� *�� #�
�� ��� h$ Ã

*�� �-���
 ��
 x → Mx �� 	���� �K�-
 !�� *��>
 "��t45 ��>
� 	��� ���5�� 7$� �'� )*�� "�>8:3

�� *�1
 Ti → T .Ti ∈ Ã .T ∈ B(A) ������ w�Q )��� 	����� A �� ������ "��N�
 ||Mx|| � ||x|| 7$������

��>
� .	��� xi ∈ A �� JA !� ]�, Ti �'� )B(A) "m���
� 

Ti(y) = xiy = (xie)y = Ti(e)y jfk

�� �-���
 −JA ]�, �� �K
� !� )Ti(e) → T (e) � ���� G�� T (y) �� jfk �� @�t� "�8:� .i→∞ �'� @�I

+��H 7$� �� )x = T (e) ������ ���5 )	���� G�� T (e)y �� jfk *��� *:� �� ����� �K�-
 *�� A

T (y) = T (e)y = xy = Mx(y) (y ∈ A) jbk

� )*�� �-1� Ã � T = Mx ∈ Ã 7$������

�� K "���?Q � V��	��� �M �
 "�4Q �� �-���
 D8-T� [��� "��t8� #�
�� "�4Q C(K) ���� w�Q �����

������ C$�� @�:�� ��B�� �� ]�, )	��� N�:$�
�� N�


(fg)(p) = f(p)g(p)

)	 �� � � � _ * �� | [ ��  (� 	 I�� � � 	 � �� � G $	 �  � $� K �� � #� 
� � � � � h $ � � �� C(K) 7 $�

]� , � � Cn (� : � C(K) �� > 
� . 	 �� � � � S 
 n ;q o � !� G /t ? - � � �� � - � "� 3� : K � h $ K � '�

)�$����� *�� �� �� N�
 "�K� v8�� �	5 �� C ���$ #�
�� ��� 7$� ���� .n = 1 U�t� *��I �� )*�� ����0�t ���

� �t � "� �� > 8 : 3 "� � 8t � � � � .B(X) +�� H 7 $� �� 	 �� � #� 
� � "� 4 Q h $ X � $� � ' ��� � �

)* �� 	 I�� � 4 3 I � 
� : � � > 8 : 3 )* �� "� > 8 : 3 N� 
 � � * � 1 
 #� 
� � � � � h $ X � � ��	 = � �

� '� )	 �� �� � h � Q�� ��� $� n × n D 8 - T � "� �F $�  � � �� � 8 � � � � � � B(X) �� > 
� dimX = n < ∞� '�

"�-1� ��� �$! �� 7��^:� j)��� Ǳ��o-�� 	$�� X = 0 �M$	� *��Ik *1�
 �$�K��� B(X) ��>
� dimX > 1

��� �� *S�SI �� �� 	�� �� (�?
 jc)_)_k "��t45 +��|� )*�� #�
�� ��� h$ 	��� G��� �� I �� B(X)

)*�� h�Q�����$� �� ��� 7$� !� �/$ �� #�
��

f



!� G /t ? - � C(K) � � � � $! A � ��� � C !� � M  � 
 ��� ? Q "� 3� : K � � $! h $ K � '� ��� � �

�K�-�t��� � jN�:$�
�� N�
 �� *�1
k N� t A ��>
� 	���� h�Q������� K (��� �� �� 	��� f ∈ C(K) "��8t�

)*�� #�
�� ��� h$

)	�$�' �� (disc algebra ) �H�5 ��� h$ �� A .	��� C �� 	I�� "�-1� "�' K �'�

����
 ��� ������
��� ��


!�
�, �� 
� �C�� G���
 ���  � ��&�
 G���
 ���  � '
 h �R) * �"�C� �2 ����� �����

h(xy) = h(x)h(y)

/�"�
 C ��%� G���
 ��� J��&#��� h ��
 �� ��
 �� 5S)� NT�I '
 �1� /5���7 5B������.2  � �"�
 @��

�7
 /�"��� �UE �V�)� �� �"�
 A �
 �R) *  %
�&  � φ 3 G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

φ(xy) = φ(x)φ(y)

�
� �
�>  � φ ≡ 0 ���� Ǳ��W��
 ��)�0
9 /����7�� A �
 5B������.2 � 
� φ #�C�� y ∈ A 3 x ∈ A �2 �
�


8��


����� ��X�� ��%� 4�"�
 A�� Y�1%� �
�
� #�7�2 5���7 ��ZM Y�1%� 
� x ∈ A �X�� ����� �����

�� �"�
 x−1 ∈ A

x−1x = xx−1 = e

/��
 A �I
3 ��� e �� �� ��

�7
 
��' 4�"�
 ��"
� Y�1%�  � '
 [�
 ��
�&�.� x ∈ A A�2 �� ��
 ��\ -
�>

yx = e = xz

#�C��

y = ye = y(xz) = (yx)z = ez = z

b



φ(x) �= 03 φ(e) = 1 #�C�� 4�"�
 e �I
3 �
 A ����� ��� �
 ����� 5B������.2 � φ �7
 ����� 	
��

/x ∈ A ��ZM Y�1%� ��� �2 �
�


(�A )φ(y) �= 0 �$��� y ∈ A h$ "��� �
����

φ(y) = φ(ye) = φ(y)φ(e)

��>
� .	��� �$&
 E�/�� x �'� )φ(e) = 1 �� ����� �K�-


φ(x)φ(x−1) = φ(xx−1) = φ(e) = 1

� )φ(x) �= 0 7$������

5��
� /||x|| < 1 3 x ∈ A 4G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

���� ���� 	
��
 e− x �(a)

||(e− x)−1 − e− x|| ≤ ||x||2
1−||x|| �(b)

���� ���
�� φ ����� �|φ(x)| < 1 �A�� φ ����
 �����


�� ��  ��� �(c)

"����
� .||x|| < 1 � ||xn|| ≤ ||x||n (�A �
����

sn = e+ x+ ...+ xn j_k

� xn → 0 (�A )sn → s �� *1� s ∈ A 	�
�� "���S
 .*�� N� t A (�A )*�� A �� ���� "����
� h$

sn(e− x) = e− xn+1 = (e− x)sn

)*�� e− x E�/�� s �� 	���� �K�-
 ]�, �>-���


j_k �� ��� (����

||s− e− x|| = ||x2 + x3 + ...|| ≤
∞∑
n=2

||x||n =
||x||2

1− ||x||

jf)c)_k "��t45 �� ��� F
 )*�� �$&
 E�/�� e− λ−1x .jak ����� )|λ| ≥ 1 � λ ∈ C �$��' .���\��

1− λ−1φ(x) = φ(e− λ−1x) �= 0

� )*�� *��| �/I � φ(x) �= λ F


e



��� ��


.y ∈ G � x ∈ G �'� )	��� A �$&
 E�/�� �H��3 "��t8� "�3�:K� G = G(A)� #�
�� ��� h$ A �$��'

)*�� ���' h$ G F
 )x−1y ∈ G �&� � x−1y E�/�� y−1x ��>
�

'
 ��
 N���� x$�	 4x ∈ A �7
 ����� �����

σ(x) = {λ ∈ C : λe− x �∈ G(A)}

/5���7 x (resolvent) <��)I ����.]� 
� σ(x) 5.�)�

'
 ��
 N���� x �U�	 ?�%"

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)} j_k

σ(x) �7
 �� ��
 ^,
3 /��
� �
 �� 
� σ(x) �� 0 @��� �
 C �� ��B
 (�> J���1;�� ?�%" '
 ��
 N���� J�


/σ(x) �= φ #�
�.2 �
� 5�2
�* ��_� �� ��	 ��.2 ��)
 /��
 �2
�* ��%� �
 8`9 �"�
 �S&

N��E J�
 �� /||h|| < 1
2 ||x−1||−1 3 h ∈ A 4 x ∈ G(A) 4G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

x+ h ∈ G(A)

3

||(x + h)−1 − x−1 + x−1hx−1|| ≤ 2||x−1||3||h||2

(�A �
����

x+ h = x(e+ x−1h)

�

||x−1h|| < 1
2

��= t� *��� *:� N�
 � x+ h ∈ G(A) �$���

(x + h)−1 − x−1 + x−1hx−1 = [(e+ x−1h)−1 − e+ x−1h]x−1

d



� )*�� 2||x−1h||2||x−1|| �o��	I

x→ x−1 �"�C� 3 ��
 A '
 �'�
 ����.]� ��' G(A) #�C�� �"�
 G���
 ���  � A �7
 ����� 	
��

/��
 G(A) �3�
 G(A) '
 5B������.2  �

G(A) .x→ x−1 (�A )����� �K�-
 G�5 "��t45 !� *�� �-���
 x→ x−1 �/�$� � G(A) (��� !�� �
����

� )*�� �1�Q����~:� h$ *��>
 7$� .*�� {��� (� E�/�� (�A � ���>
�� G(A) "� �� ��

N��E J�
 �� /�"�
 x ∈ A 3 G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

/��
 �S&�� 3 #��_� σ(x)$�	 !(a)

����� D�E ��' ��R

� �� ρ(x) �U�	 ?�%" !(b)

ρ(x) = lim
n→∞ ‖x

n‖ 1
n = inf

n
‖xn‖ 1

n j_k

�3�B��� 3 �"�
�� �]��� '
 ��.B> 8`9 �)I ���3 �� ��
 ��\ -
�>

ρ(x) ≤ ‖x‖ jck

/��
 �R�B� 8`9 �U�	 ?�%" <���� ��

��>
� .|λ| > ‖x‖ �'� O(a) �
����

e− λ−1x ∈ G(A)

�&� �

λe− x ∈ G(A)

�� 7$� +��|� "��� )*�� ��	=� "�3�:K� h$ σ(x) x�\�� )	���� *��| �� jck 7$� )λ �∈ σ(x) 7$�����

(�A � ���� �-���
 g )������ C$�� g(λ) = λe− x "����, �� �� g : C −→ A [�� .*�� �-1� σ(x)

C \ σ(x) = g−1(G(A))

a



)*�� �-1� σ(x) �&� � !�� C \ σ(x)

"����, �� φ : C −→ C [�� )	��� ���T�� f ∈ A∗ ���� w�Q )jC8� w�Qk σ(x) = ∅ �$��'

φ(λ) = f((λe− x)−1) (λ ∈ C)

��$! *�� N� t ���� 

φ(μ) − φ(λ)
μ− λ = f

(
(μe− x)−1 − (λe− x)−1

μ− λ
)

= f

(
(μe− x)−1(λe− x)−1(λe− x− μe+ x)

μ− λ
)

= f
(−(μe− x)−1(λe− x)−1

) −→ −f((λe− x)−2) (μ→ λ)

��t�

|φ(λ)| ≤ |f‖ ‖(λe− x)−1‖ =
‖f‖
|λ| ‖(e− λ

−1x)−1‖ ≤ ‖f‖
|λ|

∥∥∥∥e+
x

λ
+
x2

λ2
+ ...

∥∥∥∥
≤ ‖f‖

|λ|
∞∑
n=0

‖x‖n
|λ|n =

‖f‖
|λ|

1

1− ‖x‖
|λ|

=
‖f‖

|λ| − ‖x‖ −→ 0 (|λ| → ∞)

�� ���t �� � *��| φ G$���� "��t45 �� ��� F
 ) *�� ��	=� φ 7$������

|φ(λ)| −→ 0 (|λ| → ∞)

)φ = 0 �$���

x�\�� )(λe− x)−1 = 0 .λ ∈ C �� "�!� �� �&� . f((λe−x)−1) = 0 .λ ∈ C �� � f ∈ A∗ �� "�!� �� (�A

)j‖e‖ = 1 ��$!k *�� y5�� h$ 7$� �� 0 = x−1x = e �&� � .x−1 = 0

]�, �� ��>
� λn �∈ σ(xn) � D8-T� "�	3 λ .����B "�	3 n �'� )�$��'�� �%
 �� *��| �� x ∈ A O(b)

��= t� 7�Q�B

xn − λne = (x − λe)(xn−1 + λxn−2 + ...+ λn−1e)

��> 
� λ ∈ σ(x) �'� 7$�� �� � � λ �∈ φ(x) � *�� � $& 
 E�/�� x − λe �� ����� �K�- 
 (xn − λne)−1 ��

�&� � .(n = 1, 2, ...) λn ∈ φ(xn)

|λn| ≤ ‖xn‖

F


|λ| ≤ ‖xn‖ 1
n

g



O	���� �K�-
 7$� ��

ρ(x) ≤ lim inf
n−→∞ ‖xn‖ 1

n j`k

����� �	$� �-I���� .|λ| > ‖x‖ �'� (����

(λe− x)
∞∑
n=0

λ−n−1xn = e jfk

[�� )	��� ���T�� f ∈ A∗ ���� w�Q )(λe− x)−1 �� *�� ����� s�Q "�� 7$������

φ(λ) = f((λe− x)−1) (λ �∈ σ(x))

�$��� f �>-���
 � jfk �� ��� �� )�$��'�� �%
 �� ��

φ(λ) =
∞∑
n=0

f(xn)λ−n−1 (|λ| > ‖x‖) jbk

�
�� "�� 7$������ ) *�� h�Q������� {λ : |λ| > ρ(x)} �� �K�-
 �� � σ(x) i��� �� φ .(a) +��|� 	�
�� ��

)*�� φ(λ) �� ��>:� |λ| > ρ(x) �� λ �� "��� jbk

�$��� |z| < 1
‖x‖ �� � ���� h�Q������� |z| < 1

ρ(x) �� ψ(z) = φ(1
z ) [�� �!�"
#

ψ(z) =
∞∑
n=0

f(xn)zn+1

*��� ������ �
�� "�� D1� �$�-/$ �� ���t �� �&�

ψ(z) =
∞∑
n=0

f(xn)zn+1

(
|z| < 1

ρ(x)

)

*��� ������ z = 1
λ (��� ���5 �� F


φ(λ) = ψ

(
1
λ

)
=

∞∑
n=0

f(xn)λ−n−1 (|λ| > ρ(x))

*��� ������ x�\��

sup
n
|f(λ−nxn)| <∞ (|λ| > ρ(x))

	

�� (�A @�I )*�� ��	=� C��,��B�� {λ−nxn}∞n=1 "����
� |λ| > ρ(x) �� Ǳ�!� �� �&� � f ∈ A∗ �� "���

_n



λ �� Ǳ�!� �� .jF/���� �k 	
��	=� "�5 ��B�� ��	=� C��, ��B�� "�� �3�:K� ]	t =� �q�,�� "�4Q ��

�� "��B�� *�� ����� C(λ) �S�SI �	3 .|λ| > ρ(x) ��

‖λ−nxn‖ ≤ C(λ) (n = 1, 2, 3, ...)

.|λ| > ρ(x) �� λ�� "��� F


‖xn‖ 1
n ≤ |λ|[C(λ)]

1
n (n = 1, 2, 3, ..)

7$������

lim sup
n−→∞

‖xn‖ 1
n ≤ |λ| (|λ| > ρ(x))

*��� ������ *��� *:� !� N�:�0�$� 7-Q�' �� �&� �

lim sup
n−→∞

‖xn‖ 1
n ≤ ρ(x) jek

)	����� �K�-
 �� j_k JA *:� "��1 jek� j`k (����

������ ���5 .jck �� N�t� "��1 +��|� "���

r = inf
n
‖xn‖ 1

n

�� "��B�� *�� ����� m ����B �	3 )	��� ���T�� ε > 0 �$��'

‖xm‖ 1
m ≤ r + e

�� 	
����� p, q p�=H ��	3� )	��� ����T�� ����B �	3 n ������ w�Q

n = pm+ q (0 ≤ q ≤ m− 1; p ≥ 0)

F


‖xn‖ 1
n = ‖xpmxq‖ 1

n ≤ ‖xpm‖ 1
n ‖xq‖ 1

n ≤ ‖xm‖ p
n ‖x‖ q

n

�&� �

‖xn‖ 1
n ≤ (r + ε)

mp
n ‖x‖ q

n

__



F
 )pmn −→ 1 �$��� .1 = pm
n + q

n �� �K
� !� � . qn → 0 ��>
� .n→∞ �'� @�I

lim sup
n−→∞

‖xn‖ 1
n ≤ (r + ε) lim

n−→∞ ‖x‖
q
n ≤ (r + ε)

*��� ������ *�� ���T�� ε (�A @�I

lim sup
n−→∞

‖xn‖ 1
n ≤ r jdk

�$��� . r C$�� �� ��t � �� �>$� V�B !�

r ≤ lim inf
n−→∞ ‖xn‖ 1

n jak

.jak � jdk �� ��t � �� F


r = lim
n−→∞ ‖x

n‖ 1
n

� )*�� *��| �/I �

#�C�� �"�
 x1x2 = x2x13 x1, x2 ∈ A 4G���
 ���  � A �7
 ����� 	
��

ρ(x1x2) ≤ ρ(x1)ρ(x2) j_k

ρ(x1 + x2) ≤ ρ(x1) + ρ(x2) jck

�
����ρ(x1x2) = lim
n−→∞ ‖(x1x2)n‖ 1

n = lim
n−→∞ ‖x

n
1x

n
2 ‖

1
n ≤ lim

n−→∞ ‖x
n
1‖

1
n lim
n−→∞ ‖x

n
2‖

1
n

= ρ(x1)ρ(x2)

�$��� jck +��|� "��� )*�� ���5 �� j_k �

(x1 + x2)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk1x

n−k
2

�&� �

‖(x1 + x2)n‖ ≤
n∑
k=0

(
n

k

)
‖xk1‖‖xn−k2 ‖

_c



�� 	�-1� jα2� α1 �� �-1���k N ����B �	3 )	���� ���T�� α2 > ρ(x2) � α1 > ρ(x1) �$��'

n ≥ N =⇒ ‖xn1‖
1
n < α1

n ≥ N =⇒ ‖xn2‖
1
n < α2

�$��� n > 2N �� "��� (����

‖(x1 + x2)n‖ ≤
N∑
k=0

(
n

k

)
‖xk1‖‖xn−k2 ‖+

n−N∑
k=N+1

(
n

k

)
‖xk1‖‖xn−k2 ‖

+
n∑

k=n−N+1

(
n

k

)
‖xk1‖‖xn−k2 ‖

≤
N∑
k=0

(
n

k

)
‖x1‖kαn−k2 +

n−N∑
k=N+1

(
n

k

)
αk1α

n−k
2 +

n∑
k=n−N+1

(
n

k

)
αk1‖x2‖n−k

=
N∑
k=0

(
n

k

)
αk1α

n−k
2

‖x1‖k
αk1

+
n−N∑
k=N+1

(
n

k

)
αk1α

n−k
2

+
n∑

k=n−N+1

(
n

k

)
αk1α

n−k
2

‖x2‖n−k
αn−k2

≤ M

n∑
k=0

(
n

k

)
αk1α

n−k
2 = M(α1 + α2)n

(� �� ��

M = max
0≤k≤N

‖x1‖k
αk1

+ 1 + max
0≤k≤N

‖x2‖k
αk2

7$������

‖(x1 + x2)n‖ 1
n ≤M

1
n (α1 + α2) (n > 2N)

�&� �

ρ(x1 + x2) = lim
n−→∞ ‖(x1 + x2)n‖ 1

n ≤ α1 + α2

*��� ������ α2 → ρ(x2) � α1 → ρ(x1) �'� @�I

ρ(x1 + x2) ≤ ρ(x1) + ρ(x2)

�

��ZM Y�1%� �� �UE�� ��� �2 �� ���	�
 �"�
 G���
 ���  � A �7
 $�%&'
 ( )*'+�,- ����� 	
��

/��
  �����3@�
 ����� �
��
 �
��� �
 ����3@�
 ��	�
 A #�C�� �"�
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G5�	t I 7$������ .*�� �0H λ2e− x � λ1e− x �H��3 !� �/$ �o��	I ��>
� .λ1 �= λ2 � x ∈ A �'� �
����

����
�� λ(x) �� (� �� ��S
 h$ !� �qS�5� σ(x) .*�� �M �
 σ(x) �� �K
� !� )*�� �$&
 E�/�� �M
� !� �/$

�$��� .*1�
 �$&
 E�/�� λ(x)e − x �� �K
� !� )*�� �	� G�/? 

λ(x)e− x = 0

"�-���$� h$ 7��^:� �� ���� C "���� A !� �1�Q�����$� h$ x λ→ λ(x) *��>
 (���� )x = λ(x)e �$ �

��$! .*��

|λ(x)| = ‖λ(x)e‖ = ‖x‖

�

N�
 �� Ω �� �-���
 D8-T� [��� "��t8� #�
�� "�4Q C(Ω) � V��	��� "���?Q "�4Q h$ Ω �$��' �����

‖f‖ = max
t∈Ω

|f(t)|

O���� �� C$�� @�:�� ��B�� �� ]�, )	���

(fg)(t) = f(t)g(t)

�� *�� p,��

‖fg‖ ≤ ‖f‖‖g‖

����-� "�3�:K� h$ K �'� )*�� _ *��| [�� (� 	I�� �� 	��� �� �$�K��� #�
�� ��� h$ C(K) �&� �

7$� ���� .n = 1 U�t� *��I �� )*�� ����0���� ]�, �� Cn (�:� C(K) ��>
� .	��� ��S
 n ;q o� !� G/t ?-�

)�$����� *�� �� �� N�
 "�� �� v8�� �	5 �� C ���$ #�
�� ���

� �t � "� �� > 8 : 3 "� �t 8 � � � � B(X) +�� H 7 $� �� )	 �� � #� 
� � "� 4 Q h $ X � $� � ' ��� � �

)‖I‖ � *�� 	I�� �43 I �
�:� �>8:3 )*�� "�>8:3 N�
 �� *�1
 #�
�� ��� h$ X �� ��	=� �

�'� )	����� h�Q�����$� n× n D8-T� "�� F$� �� "��t8� ��� �� B(X) ��>
� .dim(X) = n < ∞ �'�

)*1�
 �$�K��� B(X) ��>
� .dim(X) > 1

)*�� #�
�� ��� h$ 	��� G��� �� I �� B(X) �-1� ��� �$! ��

_f



B(X) !� "��-1� ��� �� A �� *�� ����� X #�
�� "�4Q 	��� (�?
 )	��� #�
�� "�4Q h$ A �$��' �.���#

)*�� h�Q�����$� �/$m���
� ����

N�
 �� �S�SI Dt � �� D8-T� �$&
 @��>-
� [��� "��t8� #�
�� "�4Q L1(−∞,∞) = L1(R1) = L1 �����

‖f‖ =
∫ ∞

−∞
|f(t)| dt

O����� C$�� �$! +��H�� L1(−∞,∞) �� ]�, )	���

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t) dt

(�A

‖f ∗ g‖ =
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t) dt

∣∣∣∣ dx ≤ ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x− t)‖g(t)| dt dx

=
∫ ∞

−∞
|g(t)| dt

∫ ∞

−∞
|f(x− t)| dx = ‖f‖‖g‖

)*1�
 	I�� "���� L1(−∞,∞) �� ��� (�?
 (�� �� )*�� �$�K��� #�
�� ��� h$ L1(−∞,∞)

N�
 �� x = {xn}∞n=−∞ D8-T� "������
� "��t8� #�
�� "�4Q l1(−∞,∞) = l1(Z) = l1 ���� w�Q �����

‖x‖ =
∞∑

n=−∞
|xn|

+��H �� ]�, �'� )	���

(x ∗ y)(n) = (x ∗ y)n =
∞∑

k=−∞
xn−kyk

(� �� �� *�� δ = {δ0,n}∞n=−∞ 	I�� �� �$������ #�
�� ��� h$ �� G$	� l1(−∞,∞) ��>
� ��� C$�� 

δi,j =

⎧⎨⎩ 1 i = j

0 i �= j

O*�� �/
��� "�-��
∞∑
−∞

|xn−kyk| ≤ ‖x‖∞
∞∑

k=−∞
|yk| = ‖x‖∞‖y‖1 <∞

O�0$�� {��

‖x ∗ y‖1 =
∞∑

n=−∞
|(x ∗ y)n| =

∞∑
n=−∞

∣∣∣∣∣
∞∑

k=−∞
xn−kyk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=−∞

∞∑
k=−∞

|xn−k‖yk|

=
∞∑

k=−∞
|yk|

∞∑
n=−∞

|xn−k| = ‖y‖‖x‖ <∞

_b



O�$������

(x ∗ y)n =
∞∑

k=−∞
xn−kyk =

∞∑
k=−∞

xkyn−k = (y ∗ x)n

O"�$&
 *���

((x ∗ y) ∗ z)n =
∞∑

k=−∞
(x ∗ y)kzn−k =

∞∑
k=−∞

∞∑
l=−∞

xlyk−lzn−k

=
∞∑

l=−∞
xl

∞∑
k=−∞

yk−lzn−l−(k−l) =
∞∑

l=−∞
xl

∞∑
k=−∞

ykzn−l−k

=
∞∑

l=−∞
xl(y ∗ z)n−l = (x ∗ (y ∗ z))n

O"�$&
 [$!� 

(x ∗ (y + z))n =
∞∑

k=−∞
xk(y + z)n−k =

∞∑
k=−∞

xkyn−k +
∞∑

k=−∞
xkzn−k

= (x ∗ y)n + (x ∗ z)n

((αx) ∗ y))n =
∞∑

k=−∞
(αx)kyn−k =

∞∑
k=−∞

αxkyn−k = α

∞∑
k=−∞

xkyn−k

= α(x ∗ y)n

(x ∗ (αy))n =
∞∑

k=−∞
xkαyn−k = α(x ∗ y)n

O	I�� �43

(x ∗ δ)n =
∞∑

k=−∞
xkδn−k =

∞∑
k=−∞

xkδ0,n−k = xn

‖δ‖ =
∞∑

k=−∞
|δ0,n| = |δ0,0| = 1

����  !" #�


.x, y ∈ A �$��' )�$��'�� A N�t� (�'�� � @�t� (�'�� 9� � �� �� A′′� A′ � 	��� #�
� � ��� h$ A �$��'

������ ���5 )	���� F,G ∈ A′′ � f ∈ A′

(fx)(y) = f(xy) , (Ff)(x) = F (fx) , (FG)(f) = F (Gf)

_e



�$���

f.x ∈ A , F.f ∈ A′ , F.G ∈ A′′

‖f.x‖ ≤ ‖f‖‖x‖ , ‖F.f‖ ≤ ‖F‖‖f‖ , ‖F.G‖ ≤ ‖F‖‖G‖

#�
�� ��� h$ A′′ 7$������ )F.(G.H) = (F.G).H � *�� ��t � G���3 !� h$ �� �� *�1
 �� ]�, !� h$ ��

O��$! )*�� FG ]�, �� *�1


(f.x)(α1y1 + α2y2) = f(x(α1y1 + α2y2)) = α1f(xy1) + α2f(xy2)

= α1(f.x)(y1) + α2(f.x)(y2)

|(f.x)(y)| : = |f(xy)| ≤ ‖f‖‖xy‖ ≤ ‖f‖‖x‖‖y‖ =⇒ ‖f.x‖ ≤ ‖f‖‖x‖

(f.(α1x1 + α2x2))(y) = f((α1x1 + α2x2)y) = α1f(x1y) + α2f(x2y)

= α1(f.x1)(y) + α2(f.x2)(y) =
(
α1(f.x1) + α2(f.x2)

)
(y)

((α1f1 + α2f2).x) (y) = (α1f1 + α2f2)(xy) = α1f1(xy) + α2f2(xy)

= (α1(f1.x) + α2(f2.x)) (y)

(F.f)(α1x1 + α2x2) = F (f.(α1x1 + α2x2)) = F (α1(f.x1) + α2(f.x2))

= α1F (f.x1) + α2F (f.x2) = α1(F.f)(x1) + α2(F.f)(x2)

|(F.f)(x)| = |F (f.x)| ≤ ‖F‖‖f.x‖ ≤ ‖F‖‖f‖‖x‖ =⇒ ‖F.f‖ ≤ ‖F‖‖f‖

(F.(α1f1 + α2f2))(x) = F ((α1f1 + α2f2).x) = F (α1(f1.x) + α2(f2.x))

_d



= α1F (f1.x) + α2F (f2.x) = (α1(F.f1) + α2(F.f2))(x)

((α1F1 + α2F2).f)(x) = (α1F1 + α2F2)(f.x) = α1F1(f.x) + α2F2(f.x)

= (α1(F1.f) + α2(F2.f))(x)

(F.G)(α1f1 + α2f2) = F (G.(α1f1 + α2f2)) = F (α1(G.f1) + α2(G.f2))

= α1F (G.f1) + α2F (G.f2) = α1(F.G)(f1) + α2(F.G)(f2)

|(F.G)(f)| = |F (G.f)| ≤ ‖F‖‖G.f‖ ≤ ‖F‖‖G‖‖f‖ =⇒ ‖F.G‖ ≤ ‖F‖‖G‖

(F.(α1G1 + α2G2))(f) = F ((α1G1 + α2G2).f) = F
(
α1(G1.f) + α2(G2.f)

)
= α1F (G1.f) + α2F (G2.f) =

(
α1(F.G1) + α2(F.G2)

)
(f)

((α1F1 + α2F2).G)(f) = (α1F1 + α2F2)(G.f) = α1F1(G.f) + α2F2(G.f)

= α1(F1.G)(f) + α2(F2.G)(f) = (α1(F1.G) + α2(F2.G))(f)

(�A

((F.G).H)(f) = (F.G)(H.f) = F (G.(H.f)), (F.(G.H))(f) = F ((G.H).f)

(G.(H.f))(x) = G((H.f).x), ((G.H).f)(x) = (G.H)(f.x) = G(H.(f.x))

((H.f).x)(y) = (H.f)(xy) = H(f.(xy)), (H.(f.x))(y) = H((f.x).y)

(f.(xy))(z) = f((xy)z), ((f.x).y)(z) = (f.x)(yz) = f(x(yz))

�&�

(F.G).H = F.(G.H)

_a



)*�� j���k ��5�� @��	$� h$ A ���	I�� #�
�� ��� h$ �� I ��5�� @��	$� �� ��-1� �.���#

E�/�� "�<�3 G��� ��5�� @��	$� ��� ��t� )*�� @��	$� h$ @��	$� �� ��-1� �� *�� p,�� �
����

� )Ī �= A F
 )*�� !�� G ��$! Ī ∩G = φ F
 )I ∩G = φ 7$������ )*1�
 �$&


�$%& '&�( ���!)* �+��(�, -�����
 .�


. ��$�S "��	I�� O������ ���5 ��� �� ���� �� �$! ����0� 	I�� (�	� "����� �� ��� �� �� XT� 7$� ��

)�\�	� "��@��	$� � �$&
 E�/�� ��� �H��3

5���7 A �
�
 ����a& �I
3  � 
� A �E��� '
 (δα) ��1�" /�"�
 G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

x ∈ A �2 �
'
 �
 #�7 �2

lim
α
δαx = lim

α
xδα = x

/��"�� $��%& ��
� 3 :; ����a& �I
3 �
�_� b��	 �
 /�"�
 �3�V� ‖δα‖ ��1�" 3

������ ���5 )	��� A = L1(−∞,+∞) �$��' �����

δn(x) =

⎧⎨⎩
n
2 − 1

n ≤ x ≤ 1
n

0 |x| > 1
n

� ‖δn‖ = 1 �$���

(f ∗ δn)(x) =
n

2

∫ 1
n

− 1
n

f(x− y) dy

7$������

‖f − f ∗ δn‖ =
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣n2
∫ 1

n

− 1
n

[f(x) − f(x− y)] dy
∣∣∣∣∣ dx

≤ n

2

∫ ∞

−∞

∫ 1
n

− 1
n

|f(x)− f(x− y)| dy dx

=
n

2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x)− f(x− y)|χ[− 1

n ,
1
n ](y) dy dx

=
n

2

∫ ∞

−∞
χ[− 1

n ,
1
n ](y)

∫ ∞

−∞
|f(x)− f(x− y)| dx dy

=
n

2

∫ 1
n

− 1
n

‖f − fy‖1 dy

_g



� � � � � x�\� � )* �� j* ��� �/ $k "� - �� � 
 y → fy *��>
 �� 
���� ��t� )fy(x) = f(x − y) (� �� ��

�� *1� "�N .���T�� ε > 0 "�!� �� .�0H "��S
 �� �>-���


|y| < 1
N

=⇒ ‖f − fy‖1 < ε

n ≥ N �� "�!� �� F


‖f − f ∗ δn‖ ≤ n

2

∫ 1
n

− 1
n

ε dy = ε

)*�� L1(−∞,∞) "��� ��$�S 	I�� h$ (δn) "����
� F


*��� ������ .x = e (������-�� �� ��>
� 	��� e 	I�� �� A #�
�� ��� �� ��$�S 	I�� h$ (δα) �'� �/�01#

lim
α
δα = e

)*�� 	I�� (�	� A ��>
� 	��� ��'�� A �� ��$�S 	I�� h$ �'� 7$������

��%� 4�"�
 :; ����a& �I
3 �
 G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

sup
α
‖δα‖ = k <∞ � lim

α
δαx = x

��� 3 (yn)n≥1 ⊆ A ��0���� N��E J�
 �� /�"�
 �UE �
 
�C.2 A �E��� '
 �
�0���� (xn)n≥1 5���Q��

�� ���R
 ������� z ∈ A

lim
n−→∞ yn = 0

/xn = zyn 4n �2 �
'
 �
 3

A "!��	I�� A1 = A ⊕ {λe} ������ w�Q )A �= {0} �$��' )*�� �M$	� �/I A = {0} �'� �
����

�	3 )*�� A1 !� �Q�B �� "�-1� @��	$� h$ A = {(a, 0) : a ∈ A} �&� � �-Q�' �/$ (a, 0) �� �� a )	���

F
 )ρ(k + 1) < 1
2 �� �$��'�� (��A �� ρ > 0

0 < ρ <
1

k + 1
j_k

�

ρ(k + 1)
1− ρ(k + 1)

< 1 jck

cn



"����, �� �� φ : A1 −→ C ��t � h��� 

φ(x+ λe) = λ (x ∈ A, λ ∈ C)

"�4Q �� A1 �� (|φ(x + λe)| = |λ| ≤ |λ|+ ‖x‖ = ‖x+ λe‖) �-���
 ��t � h��� h$ φ )�$��'�� �%
 ��

�$��� )*�� A ��


φ(e) = 1

φ((x + λe)(y + μe)) = φ(xy + λy + μx+ λμe) = λμ = φ(x + λe)φ(y + μe) (x, y ∈ A, μ, λ ∈ C)

�$��� A1 �� u �$&
 E�/�� �43 �� "�!� �� 7$������

1 = φ(e) = φ(uu−1) = φ(u)φ(u−1)

�$��� )j	�$�'�� A1 �� ���, ��t � h��� h$ �� φ h��� 7��Ak φ(u−1) = [φ(u)]−1 �$ �

(x+ λe)− φ(x+ λe).e ∈ A (x ∈ A, λ ∈ C) j`k

!� *�� +���3 φ *= (� �$�< ��$!

φ(x+ λe)− φ(x − λe)φ(e) = 0

������ ���5 	��� �	� ���-�� δ1, δ2, ..., δs ∈ (δα) �'� )������ ���-�� �� δ1 ∈ (δα)

ts = (eρ + ρ(e− δ1))...(e+ ρ(e− δs)) jfk

zs =
(
e+ ρ(e− δs)

)−1
...
(
e+ ρ(e− δ1)

)−1 jbk

������ ���5 n �� "�!� �� )*�� C$�� {�� zs .‖ρ(e− δi)‖ ≤ ρ(k + 1) < 1 �� (�A

yn,s = tsxn jek

7$������

xn = zsyn,s jdk

c_



(�A

lim
n→∞xn = 0

�� "��B�� *�� ����� N(s) ≥ s ����B �	3

‖xn‖ ≤ 2−s‖ts‖−1 (n ≥ N(s)) jak

7$������

‖yn,s‖ ≤ 2−s (n ≥ N(s)) jgk

���� w�Q )	���� ��>:� s �� *�1
 A1 �� yn,s � zs "������
� �� ���' (��A (δi) "����
� �� *�� 7$� V	�

�� 	���� �	� ]�T-
� (��A δ1, δ2, ...δp ∈ (δα)

‖yn,i − yn,i+1‖ ≤ 2(1 + ρ)−i (i = 1, 2, ..., p− 1, n < N(i)) j_nk

�

‖zi − zi+1‖ ≤ 2(1 + ρ)−i (i = 1, 2, ..., p− 1) j__k

j_nk � � � � � � � � �� � - �� (� � A �� δp+1 ∈ (δα) )	 
��� 5� � N	 S � "� 0 - 
� � � j__k� j_nk. p = 1 "�� �

.j`k � � � � � � * �� J A � � $� S  	 I�� (δα) (� A )	 �� � ��� 5 � � n < N(p) � � � i = p "�� � j__k�

�� "��B�� 	
����� α1 � α0 "��F$	
� .Rp = zp − φ(zp)e ∈ A

α > α0 =⇒ ‖ρtp(xn − δαxn)‖ ≤ ρ‖tp‖‖xn − δαxn‖ ≤ 2(1 + ρ)−p j_ck

(n = 1, 2, .., N(p)− 1)

�

α > α1 =⇒ ‖Rp − δαRp‖ ≤ 1− ρ(k + 1)
ρ

(1 + ρ)−p j_`k

���5 �� δα "�� �� δp+1 "��� j_`k� j_ck F
 ) ������ ���-�� �� δρ+1 ∈ {δα : α > α0, α > α1} (����

(�A )	�-1�

yn,p − yn,p+1 = tpxn − tp(e+ ρ(e− δp+1))xn = −ρtp(xn − δp+1xn) j_fk

cc



�$��� )*�� ���5�� n < N(p) � i = p "��� j_nk .j_ck �� ���

zp+1 = (e+ ρ(e− δp+1))−1zp

�&� �

zp − zp+1 = (e+ ρ(e− δp+1))zp+1 − zp+1 = ρ(e− δp+1)(e+ ρ(e− δp+1))−1zp j_bk

(�A

(e+ ρ(e− δp+1))−1 =
∞∑
n=0

[−ρ(e− δp+1)]n

�$��� .����� ������ e− δp+1 ��

zp − zp+1 = ρ(e+ ρ(e− δp+1))−1(zp − δp+1zp)

��t�

φ(zs) = [φ(e+ ρ(e− δs))]−1...[φ(e+ ρ(e− δs))]−1 = (1 + ρ)−s j_ek

F
 )Rp = zp − (1 + ρ)−pe 7$������ �

zp − δp+1zp = Rp − δp+1Rp + (1 + ρ)−p(e− δp+1)

�&� �

zp − zp+1 = ρ(e+ ρ(e− δp+1))−1(Rp − δp+1Rp) + ρ(1 + ρ)−p(e+ ρ(e− δp+1))−1(e− δp+1) j_dk

�$��� )��:
 ���� �� �� j_dk "����� *��� V�B +;:� N�
 (�� ��

‖e+ ρ(e− δp+1))−1‖ = ‖
∞∑
n=0

−ρ(e− δp+1))n‖ ≤
∞∑
n=0

ρn‖e− δp+1‖n ≤
∞∑
n=0

ρn(1 + k)n

=
1

1− ρ(k + 1

.jck� j_dk .j_`k �� ��t � �� �&� �

‖zp − zp+1‖ ≤ ρ

1− ρk+1
‖Rp − δp+1Rp‖+ (1 + ρ)−1 ρ(k + 1)

1− ρ(k + 1)

< (1 + ρ)−p + (1 + ρ)−p = 2(1 + ρ)−p

c`



*Q� $ i, n � � "�� � yn,s � zp �H� � 3 Ǳ��S -�� � � {�� 7$� "����� � � )*�� ��� 5 � � i = p "�� � j__k �& � �

�$��� jak �� ��t � �� ��
 n ≥ N(i) �� "��� ��t� 	
���5�� n < N(i) �� "��� j_ck � j_nk �� "��B�� 	
����

‖yn,i − yn,i+1‖ = ‖tixn − ti+1xn‖ = ‖(ti − ti+1)xn‖ =

= ‖(ti − ti(e+ ρ(e− δi))xn‖ = ‖ − ρti(e− δi)xn‖ ≤ ρ‖ti‖(1 + k)2−i‖ti‖−1

≤ 1
2i
≤ 1

(1 + ρ)i
≤ 2

(1 + ρ)i

O�$��� n �� � i �� "�!� �� �&�

‖yn,i − yn,i+1‖ ≤ 2
(1 + ρ)i

, ‖zi − zi+1‖ ≤ 2
(1 + ρ)i

j_ak

�$��' 	������ ��>:� (yn,i) .�$��� n �� "�!� ��� (zi) 7$������

z = lim
i→∞

zi � yn = lim
i→∞

yn,i

j_ek � φ �>-���
 �� ��t � �� 7��^:� )yn ∈ A �$��� yn,i ∈ A �� (�A

φ(z) = lim
i→∞

φ(zi) = lim
i→∞

(1 + ρ)−i = 0

*�� �5�� DSQ (���� )*�� ���5�� j_k "�����jdk �� ��t � �� s → ∞ �'� 7$������ )z ∈ kerφ = A �&� �

�$��� . N(s) ≥ s �/�$� � j_ak �� ��� ) lim
n→∞yn = 0 ���� *��|

‖yn − yn,s‖ = lim
p−→∞ ‖

p∑
i=s

(yn,i+1 − yn,i)‖ ≤
∞∑
i=s

‖yn,i+1 − yn,i‖

≤
∞∑
i=s

2(1 + ρ)−i =
2

1− 1
1+ρ

(1 + ρ)−s =
2(1 + ρ)

ρ
(1 + ρ)−s

=
2
ρ
.

1
(1 + ρ)s−1

.s�� "�!� �� .jgk �� ��t � �� F


‖yn‖ ≤ 2
ρ

1
(1 + ρ)s−1

+ 2−s (n ≥ N(s))

�&� �

lim
n−→∞ ‖yn‖ = 0

cf



�

	��� *��� ��$�S 	I�� "���� � #�
�� ��� h$ A �'� O	��� *��| �� G�5 "��45 *��� +��H �.���#

xn = ynz �� *1� z ∈ A �43 � A �H��3 !� yn → 0 "����
� A �H��3 !� xn → 0 "����
� �� "��� ��>
�

)(n = 1, 2, 3, ...)

8��
� ��9 :; ����a& �I
3 �
�
� 3 G���
 ���  � A 5���7 $.�
2  ��34#  ��56- ����� 	�
��

/A2 = A <��%� ��R
 /y, z ∈ A �� �� �� �"�� x = yz N��E �
 �
�&�� 
� x ∈ A �2 N��E J�
 �� /�"�


!/0� 1�23
 4)5 !6�78 9�


E�/�� A1 �� e− x � x ∈ A�'� )A1 = A⊕+{λe} ��1$�
�� )	��� j	I�� (�	�k #�
�� ��� h$ A �$��'

)(e− x)(e − y) = e � y ∈ A (� �� �� ���� e− y +��H �� 	$�� *��� E�/�� 7$� ��>
� 	��� �-��� *���

"���� e− x ���?� v$�B �� )x + y − yx = 0 ���$ *��
 A �H��3 91I�� DSQ (�� �� �� ���� �����

)x+ y − yx = 0 �� 	��� y ∈ A �'� DSQ � �'� *�� A1 �� JA E�/��

5�B����� /�"�
 G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

x ◦ y = x+ y − xy

��" 
� �� �� y ∈ A ����� ��X�� #�7�2 5���7 :; 5c�� ��" �� :; ���ZM Y�1%� ��" 
� x ∈ A �X��

$��%& ��
� ���ZM Y�1%� ��" O�&�& J�.2 �
 /x ◦ y = 0 �� ���	 �
 �"�
 ����� 5���7 x��
� Y�1%�

/��" ��

��ZM Y�1%� ��" 52 3 ��
� ��ZM Y�1%� ��" 52 #�7�2 ��"�� #����� 85c�� ��"9 ��ZM Y�1%� ��" x �X��

y J�
 /x ◦ y = y ◦ x = 0 �� ���	 �
 ��"�� ���� y ∈ A ��� �
 �XV�� �X�� �0�I J�
 �� /�"�
 :;

/5�2��� [��.� x0 �
 
� ��� �
 �XV��

Quasi-invertible elements �

cb



�� *�� p,�� )��:
 C$�� Tx = e− x +��H �� �� T : A→ A1 (�� �� ��>
� .A1 = A⊕ {λe} �'�

T (x ◦ y) = e− x ◦ y = e− x− y + xy = (e− x)(e− y) = T (x)T (y)

�$&
 E�/�� ��� �H��3 ��8� �3�:K� T *��>
 )��� �� G$	� ���:�� ]�, �� T �8��� �� ◦ ]�, �&� �

��8� �3�:K� 7$������ )	���� �$�< A1 �$&
 E�/�� �H��3 �3�:K� "� �� h$ �� h$ +��H �� �� A

O*�� �0H (� 	I�� �43 �� 	���� G�/? ���' h$ ◦ G:3 *= �$&
 E�/�� ��� �H��3

0 ∈ q − inv(A) �= φ

T (x ◦ (y ◦ z)) = TxT (y ◦ z) = T (x)(T (y)T (z)) = (T (x)T (y))T (z) = T (x ◦ y)T (z) = T
(
(x ◦ y) ◦ z)

O�&� *�� h$ �� h$ T �� �K
� !�

x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z

T (x ◦ 0) = T (x)T (0) = T (x)e = T (x) ⇒ x ◦ 0 = x

T (0 ◦ x) = T (0)T (x) = eT (x) = T (x) ⇒ 0 ◦ x = x

x ◦ x0 = x0 ◦ x = 0

3 ����ZM Y�1%� ��" ‖ x ‖< 1 �� x ∈ A �E��� ���� #�C�� �"�
 G���
 ���  � A �7
 ����� ��

x0 = −
∞∑
n=1

xn

�
����

‖ x ‖< 1⇒ e− x ∈ inv(A1), (e− x)−1 =
∞∑
n=0

xn

O�&� *�� q − inv(A)�� �1�Q����:� h$ T (�A

T (x0) = T (x)−1 = (e− x)−1 =
∞∑
n=0

xn = e− (−
∞∑
n=1

xn) = T (−
∞∑
n=1

xn)

O�$��� *�� h$ �� h$ T (�A �

x0 = −
∞∑
n=1

xn

�

/��
 '�
 G���
 ��� �� ��ZM Y�1%� ��" �E��� �= ��� #3�7 ����� 	
��

ce



)A1 = A⊕ {λe} ��1$�
�� �7%� �8��9 �
����

x ∈ q − inv(A) ⇒ x1 = e− x ∈ inv(A1)

O�K�-
 �� .*�� !�� inv(A1) (�A

∃δ > 0 (y1 ∈ A1, ‖ y1 − x1 ‖< δ ⇒ y1 ∈ inv(A1))

F


y ∈ A , ‖ y − x ‖< δ ⇒ ‖ (e− y)− x1 ‖=‖ y − x ‖< δ

⇒ e− y ∈ inv(A1) ⇒ y ∈ q − inv(A)

)*�� !�� q − inv(A) �K�-
 �� � Bδ(x) ⊆ q − inv(A) 7$������

�� "�!� �� F
 )x0 ◦ x = 0 �� *1� x0 ∈ A ��>
� 	��� A �� �$&
 E�/�� ��� �<�3 h$ x �'� �:%; �8��9

O�$��� y ∈ A

x0 ◦ y = x0 + y − x0y = x0 + y − x0y − x0 ◦ x︸ ︷︷ ︸
◦

= x0 + y − x0y − x0 − x+ x0x

= y − x− x0(y − x) = (e− x0)(y − x)

�&� �

‖ x0 ◦ y ‖≤‖ e− x0 ‖‖ y − x ‖

x0 ◦ y ��>
� (‖ y − x ‖< 1
1+‖e−x0‖ ) ;q o�k 	��� h$��
 x �� �Q�� �	5 �� y �'� jc)e)_k �� �� ��� �� F


�� *1� z ∈ A �&� � *�� �$&
 E�/�� ���

z ◦ x0 ◦ y = 0

h$��
 �Q�� �	5 �� �� "�H��3 ��8� ���?� v$�B �� )*�� *��� �$&
 E�/�� ��� y 	�� �� �K�-
 7$� ��

E�/�� ��� (� �43 �� �� *�� ����� x !� �>$�1:� h$ 7$������ )	�-1� JA �$&
 E�/�� ��� 	���� x ��

� )*�� �$&
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�9 :; <�#��
  �9 
� I ⊆ A 8��
�9 :; <�#��
 /�"�
 G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

�
 �� ���R
 �"�
 ����� erI(e�I) �X�� ��%� d�"�
 I e�2 �
 8:;9 ��
� �I
3 �
�
� #�7�2 5���7 �T3��

���
�&�� ��
#��� $��%& J�
 �� �� (e�I) e
r
I �E��� f�,�
 /(x − e�Ix ∈ I) x − xerI ∈ I 4x ∈ A �2 �
'


8��
�9 :; �T3�� <�#��
  � I �7
 #3H%
 /���"g��%& m ∈ I �� �� �� (e�I + m) erI + m �E��� �


<�#��
  � J 3 �T3�� 8��
�9 :; <�#��
  � I 4I ⊆ J �7
 J��K.2 /(e�I /∈ I) erI /∈ I #�C�� �"�
 �%>
3


� I �= ��	3� <�#��
 /�"�
�� (e�I) erI �I
3 �
 �T3�� 8��
�9 :; <�#��
  � @�� J #�C�� �"�
 8��
�9 :;

 � �
�
 D�� O0�R� �
 ���& �
 /�"�
 ��
� �T3�� 52 3 :; �T3�� 52 #�7�2 5���7 �T3�� <�#��
  �

x− xeI ∈ I �1���R
 ��
 ����� eI ����� ��X�� ��%� d��
 ����� I e�2 �
 �I
3  � I �T3�� <�#��


�]�� � �� 3 e�I − erI ∈ I 
Z0 3 4eIr − e�Ie
r
I ∈ I 3 e�I − e�Ie

r
I ∈ I 5��
� 
� �' 4x ∈ A �2 �
�
 x − eIx ∈ I 3

/��
 ��1
 eI ��]
 
� e�I = erI + (e�I − erI) �
�&��

/��
� �
�> <�.�B��� �T3�� <�#��
  � �� �%>
3 �T3�� <�#��
 �2 ����� ��

� )*�� (�! �� !� "��K�-
 �
����

N��X��
 �� /�"�
 erI �I
3 �
 A �%>
3 �T3�� :; <�#��
  � I 3 G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

I ∩ {x ∈ A : ‖erI − x‖ < 1} = ∅

)u = (erI − x)0 ������ ���5 )*�� �%�� ��� erI − x .�$�45 !� �/$ �� ��� ��>
� ‖ erI − x ‖< 1 �'� �
����

+��H 7$� ��

u+ erI − x− uerI + ux = u ◦ (xrI − x) = 0

�&� �

erI = (uerI − u) + (x− ux)

� )*�� y5�� h$ �� I = A �&� � erI ∈ I ��>
� x ∈ I � ‖ erI − x ‖< 1 �'� @�I
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��.2 '
9 #�� �T3�� <� #��
  � #�� 8���	 3� �� ��
� �� :;9 �T3�� <�#��
 �2 ���B
 ����� 	�
��

/��
 8?��

�
����Ī = A⇒ Ī ∩ {x ∈ A :‖ erI − x ‖< 1} �= ∅ ⇒ I ∩ {x ∈ A :‖ erI − x ‖< 1} �= ∅

� )*�� y5�� ��

/��
 ��B
 8���	3� �� ��
� 4 :;9 <�.�B��� �T3�� <
#��
 �2 ����� 	�
��

�K�-
 �� )*�� je 	I�� �� k �Q�B ���\�	� (� @��	$� �� ��>
� 	���e 	I�� �� #�
�� ��� h$ A�'� �/�01#

*��� �$ JA "��@��	$� ���� �� ���?� �K�-
 )*�� �-1� ���	I�� #�
�� ��� h$ �� @�:�1��� @��	$� ��

)*�� ���5�� @�:�1���

�%,�$%& :���( !)* ;/ �, !/0�1�23
 ��<8% +&!� =�


� ���� !�� A �$&
 E�/�� "�43� ��8� !� G/?-� G �3�:K� �� �$	$� )	��� e 	I�� �� #�
�� ��� h$ A �$��'

*��>
 (� �� �� V��	��� "m���
� �� ���' h$k )	���� h$m���
� ���' h$ G�/? ]�, G:3 *= 

G =
⋃
Gα �$��� j)	
��-���
 x→ x−1 . G→ G "��'E�/�� *��>
 � (x, y) → xy . G×G→ G ]�,

)	����� !�� Gα �� *�� !�� G (��)*�� G "	��:� �0��� h$ Gα �� (� ��

�!�"
#

x ∈ Gα
��� G
=⇒
Gα⊆G

∃δ > 0 ; B(x, δ) ⊆ G ⇒ Gα ⊆
�����︷ ︸︸ ︷

B(x, δ) ∪Gα ⊆ G

=⇒
	��
���
 Gα

Gα = B(x, δ) ∪Gα ⇒ B(x, δ) ⊆ Gα

	

)����
�� G �8H� �0��� �� (� � �-Q�' e G��� �0��� �� G0

/��
 G <�.�B��� ��&�� #3�7��'  � J��K.2 3 G <���� #3�7��'  � G0 ��E
 �U0�� ����� 	
��

�� �'�$! h$ G0 �� ������ *��| DSQ F
 )	$��� *�� �� @�� *:15 !� P�,� �� N�� *:15 �
����

�� ���0��� *�� G "��� G !� �1�Q����~:� h$ x→ ax *��>
 �� �K
� !� ��>
� a ∈ G0 �'� )*�� G @���
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7$� !� )aG0 = G0 �$��� a = ae ∈ aG0 (�A )*�� G �0��� h$ aG0 x�\�� )���>
�� ���0��� "�� ��

)*�� G ���'�$! h$ G0 F
 )G0 = a−1aG0 = a−1G0 ��

�� G0 �0��� �&� *�� G "��� G !� �1�Q����~:� h$ x → axa−1 �� �K
� !� ��>
� a ∈ G �'� �<;
� 7'
�*

� )aG0a
−1 = G0 �$��� a ∈ G �� "��� 7$������ )e→ aea−1 = e ��$! ���>
 �� {��� "���

5�2��� �
�> /�"�
 e �I
3 �
 G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!

#�C�� xy = yx �7
 /‖ exp(x) ‖≤ exp(‖ x ‖) 5��
� 3 ��
 b�R� �
�C.2 A �� ��
� �.� ���

exp(x + y) = exp(x) exp(y)

�"�C � J �
� 
� � 
 3 exp(−x) exp(x) = eh*T� 
 /�� � � 
� i 
� �� �
� &�� �� ��� �
��
 � � �� � � 
 � �

+
�� �2 x ∈ A �2 �
'
 �
 /���C��� E ⊆ G ���.]���' �3� �
 
� A 4x→ expx

exp(y) = x

/��"�
�� 5����C0 �
�
� �� ���B2 A '
 ��E��� �a�>� E �E��� J�
�
��
 /������� x 5����C0  � 
�

7$������ )exp y = x � *���>:� y = −∑∞
n=1

1
n (e− x)n "�� ��>
� ‖ e− x ‖< 1 �'� 	��� (�?
 �.���#

){x ∈ A :‖ x− e ‖< 1} ⊆ E

/��
 �

�
 G0 ��E
 �U0�� �
 E ���.]� �����
 #�" ��0�& G1 ⊆ G #3�7��' ����� 	
��

������ ���5 )u = exp y � u ∈ E �$��' �
����

u(t) = exp ty (t ∈ R)

(�A )*�� G ���' �$! h$ {u(t) : t ∈ R} 7$������ )u(1) = u � u(0) = e . u(t+ τ) = u(t)u(τ) �$���

‖ u(t)− u(τ) ‖ = ‖ (exp τy)(exp((t− τ)y)− e) ‖≤‖ exp τy ‖ . ‖ exp((t− τ)y)− e ‖

`n



�
‖ exp((t− τ)y) − e ‖ = ‖

∞∑
n=1

(t− τ)nyn
n!

‖≤
∞∑
n=1

| t− τ |n‖ y ‖n
n!

= exp ‖(t− τ)y‖ − 1 → 0 (t→ τ),

�&�

‖ u(t)− u(τ) ‖≤‖ exp τy‖( exp(|t− τ |‖y‖)− 1
)→ 0 (t→ τ).

(� A @� I )* �� 	 � � : � "�� 3� : K � {u(t) : t ∈ R} ⊆ G � K � - � �� � � � - �� � 
 � � ��  u(t) 7 $�� �� � �

)u = u(1) ∈ G0 x�\�� ){u(t) : t ∈ R} ⊆ G0 �&� .*�� @�:�1��� 	��:� G0 � e ∈ {u(t) : t ∈ R}⋂G0

�-1� �� � !� � �� G0 �� G1 ���� (�?
 ��'�� �� � 	���� G��� +�� |� )G1 ⊆ G0 �& � � E ⊆ G0 7$�� �� � �

�-1� G0 �� G1 ���$ �u0 ∈ G1 ��� ������ (�?
 )un → u0 ∈ G0 � un ∈ G1 (n = 1, 2, ...) �$��' )*��

u−1
n u0 ∈ E ⊆ G1 ���� �Q�� �	5 �� "��n "��� s�Q 7$�: �� ��� �� �&� � u−1

n u0 → e *S�SI �� )*��

� '� )u0 ∈ G1 � $� � ' )* �� !� � G0 �� G1 � � ��� � � ��� � (� ? 
 (� � �� )u0 = un(u−1
n u0) ∈ G1 �& � �

�&� � ‖ uu−1
0 − e ‖< 1 ��>
� j‖ u− u0 ‖< 1

‖u−1
0 ‖ @���� ��B �� A �= 0 *��I ��k ‖ u− u0 ‖ . ‖ u−1

0 ‖< 1

) *�� *��| �/I � ���� !�� G0 �� G1 7$������ )u = uu−1
0 u0 ∈ G1�&� � uu−1

0 ∈ E ⊆ G1 \�� 7$�: �� ���

�

/E = G0 #�C�� �"�
 ���]
�� A �7
 ����� 	�
��

� E = G1 = G0 �&� � *�� ���' h$ ��� E *��I 7$� �� �
����

3 ��
� #3�7��'  � '
 ���� �7
 �a� 3 �7
 ��
 5����C0  � x ∈ A ��� 8� ���7��9 ����� 	
��

/��
 G ���.2 3 ��
� ��2#3�7��' ���� #�
���* (G̃α) �� �� �� E =
⋃
G̃α �C�� N���� �
 /�"�
 G ���.2

��45 +��|� �� �� *�� {u(t) : t ∈ R} ⊆ G 	��:� � �8�� ���' �$!!� "�43 u ��>
� u ∈ E �'� �
����

���� w�Q )*�� E @�:?� G !� G̃α 	��:� �8�� ���'�$! �� �� ��� ������ (�?
 F/���� )*�� �	�� G�5

]�, GH�I !� ��� "�� 9��� ��8� �3�:K�k *�� G̃α G��� �� 	��� A @�:�1��� �$�K��� ��� �$! Aα

@�:�1��� �$�K��� ��� �$! (�! �� ����� �&� � *�� G̃α G��� �$�K��� ��� �$! h$ G̃α �H��3 ����-� "��
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Eα ���� w�Q � 	��� Aα �$&
 E�/�� �H��3 �� �' .Gα �8H� �0��� G0
α �$��' )j*�� ����� G̃α G���

"���� G̃α �H��3 N�: 7$������ )G̃α ⊆ G0
α ��� )Eα = G0

α �$��� \�� �K�-
 �� ��� )	��� Aα ��� "��� E ��%


� ) G̃α ⊆ E F
 )	�-1� A �� ������ ��B �� � Aα �� �-$��>�

Y�1%� �E��� #3�7 #�C�� �"�
 �
��I
3 3 ���]
�� ����� G���
 ���  � A �7
 8� j��09 ����� 	
��

/�"�
 �� �U0�� �2������ �
�%& �
�
� ��3 ���.2 �� ��ZM

�	3 h$ nk xn "��5 ��8� ��>
� x �∈ G0 �'� ���� (�?
 ��' �� ����� *��| �/I )x ∈ G �$��' �
����

[5�� Gα �0��� h$ �� k �= l �� xk, xl ���� w�Q )	�-1� G j��K�k �$�:-� "���0��� �� j *�� p�=H

h$ "��� �&� � *�� [5�� G0 �8H� �0��� �� xk−l �&� � G0 = Gαx
−l +��H 7$� �� )jC8� w�Qk 	����

�$��' )xn = exp(y) �� *1� y ∈ A �&� � *�� �-$��>� "���� xn \�� �K�- 
 �� � � � ) xn ∈ G0 . n > 0

(�?
 7$� �� .(ux)n = unxn = exp(y − y) = e �&� � un = exp(−y) ��� )u ∈ G0 �$��� )u = exp(−y/n)

)���� ���5 G0 �� ����-� �� �� �� G!� �<�3 �� ��� ������ (�?
 )*�� ����-� �� �� !� "�<�3 ux 	����

�$��� .(λ ∈ C) a(λ) =
∑n−1
k=0 (λ − 1)k(λa)n−1−k (��� ���5 �� ��>
� a ∈ G� an = e �'� ��$!

(λn − (λ− 1)n)e = [(λa)n − (λ− 1)ne] = [λa− (λ− 1)e]a(λ)

"��-���
 *��>
 λ → φa(λ) = λa − (λ − 1)e [�� )λa− (λ − 1)e ∈ G ��>
� λn �= (λ − 1)n �'� �&� �

�� C �� {λ(t) : 0 ≤ t ≤ 1} E�5 (��  � � ��;� � 1 → a� 0 → e �� * �� A "� � � C D8-T� �=0H !�

t → φa(λ(t)) *��>
 (���� )[λ(t)]n �= [λ(t) − 1]n ����:� � ���� GH� �� �� �� 1, 0 ��S
 �� *Q�$ (��A

φa(λ(t) ∈ G0 �$��� j_)d)_k� �4 5 � � ���  � � �& � � ���> 
�� G "�- � � -�� � 
 ��B � � �� [0, 1] �-1 � �!� �

� $��� .u−1 ∈ G0 (�A � ux ∈ G0 7 $�� �� � � )a = φa(1) = φa(λ(1)) ∈ G0 x�\�� )t ∈ [0, 1] �� "�� �

h$ �� x C8-T� (�� �� �� 7$� w�Q 9� � 7$	� )	����� x �= G0 w�Q �� y5��-� �� x = u−1ux ∈ G0

� )*�� *��| �/I � �	��� y5�� h$ �� 	�-1� v8�-� �0���
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 A '
 � � B 
 3� �� 	 3� � 0�#� �
 I 3 G� �� 
 � � �  � A 5 �� � 7 ����� 	
��

<�.�
 �
 AI = {π(x) = x+ I : x ∈ A}

π(x) + π(y) = π(x + y) , απ(x) = π(αx) , π(x)π(y) = π(xy)

� 
 π : A → A
I 3 #�� 
 G� �� 
 � ��  � ‖ π(x) ‖= d(x, I) = infy∈I ‖ x + y ‖ F� � 3 (x, y ∈ A,α ∈ C)

���]
�� A �7
 �7
 #3H� �
 /��
 I j�M ���� �
 AI �3�
'�
 3 �����M 5B������.2  � x→ x+ I ��R
�,

/��
 J��; @�� AI #�C�� �"�
 �
��I
3 ��

+��H 7$� �� )π(x) = π(x′), π(y) = π(y′) � α ∈ C .x, y, x′, y′ ∈ A �$��' O�0$�� {�� �
����

I (��� @��	$� �� ��� �&� � y − y′ ∈ I � x− x′ ∈ I

(x+ y)− (x′ + y′) ∈ I , αx− αx′ ∈ I , xy − x′y′ = x(y − y′) + (x− x′)y′ ∈ I

7$� �� �� ����� �	$� �-I�� �� (���� )π(xy) = π(x′y′) � π(αx) = π(αx′) .π(x + y) = π(x′ + y′) F


��
 AI ��>
� 	��� e 	I�� "���� �$ �$�K��� A ��;�� �'� � ���� π(0) = I �o�� �43 �� ��� h$ AI @�:3�

)	���� ���T�� δ > 0 � α ∈ C .x, y,∈ A �$��' )	����� π(e) = e + I 	I�� "���� �$ �$�K��� 9� � ��

�� 	�-1� x1, y1 ∈ I

‖ x+ x1 ‖<‖ π(x) ‖ +δ , ‖ y + y1 ‖<‖ π(y) ‖ +δ

�� �K
� !� 7$������

(x+ x1)(y + y1) = xy + (xy1 + x1y + x1y1) ∈ xy + I , (x+ x1) + (y + y1) ∈ (x+ y) + I

�$���

‖ π(x) + π(y) ‖ = ‖ π(x + y) ‖≤‖ (x + x1) + (y + y1) ‖≤‖ x+ x1 ‖ + ‖ y + y1 ‖

≤ ‖ π(x) ‖ + ‖ π(y) ‖ +2δ

‖ π(x)π(y) ‖ = ‖ π(xy) ‖

≤ ‖(x+ x1)(y + y1)‖ ≤ ‖x+ x1‖‖y + y1‖ ≤ (| π(x)‖ + δ)(‖π(y)‖ + δ)
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*��� ������ δ → 0 �'� @�I

‖ π(x)π(y) ‖≤‖ π(x) ‖ . ‖ π(y) ‖ , ‖ π(x) + π(y) ‖≤‖ π(x) ‖ + ‖ π(y) ‖

� ‖π(x)‖ ≥ 0 �� *�� p,��

‖ π(x) ‖= 0 ⇐⇒ d(x, I) = 0 ⇐⇒ x ∈ I = I ⇐⇒ π(x) = x+ I = I

‖ απ(x) ‖=‖ π(αx) ‖= inf
y∈I

‖ αx+ y ‖=| α | inf
y∈I

‖ x+
y

α
‖

= |α| inf
y∈I

‖ x+ y ‖=| α | . ‖ π(x) ‖

���� : � (� A � * �� j"� � �k � 1 � Q�� �� : � h $ π P� ,� � )* �� ��	 �� 
 � � � h $ s� Q N� 
 � � AI F 


)	����� (‖π‖ ≤ 1k �-���
 π .‖π(x)‖ ≤ ‖x‖

)	 �� � AI �� � �� � "�� �� � 
� {π(xn)}∞n=1 � $� � ' )* �� #� 
� � � � � h $ �& � � N�  AI � � ��� � (� ? 
 (� � ��

�� *�� ����� {π(xni)}∞n=1 	�
�� "�����
��$!

‖π(xni+1)− π(xni)‖ ≤
1
2i

(i = 1, 2, 3, ...)

	��� ���5 ��$! )π(x′i) = π(xni) (i = 1, 2, 3, ...) � ‖ x′i+1 − x′i ‖< 1
2i �� *�� A �H��3 !� {x′i} ����
�

"�!� � � N� : � 0 � $� � < T ? � * � H� � � � � ��  � � .π(x′i) = π(xni ) � � 	 �� � (� � A x′i � '� � x′1 = xn1

�� *1� zi ∈ I h$ )ε = 1
2i− ‖ π(xni+1)− π(xni) ‖> 0

‖ xni+1 − x′i + zi ‖<‖ π(xni+1 − x′i) ‖ +ε =‖ π(xni+1)− π(xni ) ‖ +ε =
1
2i

����
� 9� � 7$	� )‖ x′i+1 − x′i ‖< 1
2i � π(x′i+1) = π(xni+1) �$���) x′i+1 = xni+1 + zi ������ ���5 (����

��>:� x ∈ A 	�
�� "���S
 �� {x′i} ���� ����
� �&� *�� N� A (�A )	$��� *�� �� s�Q *�H�� �� {x′ni
}

�&� *�� �-���
 π (�A )*��

π(xni) = π(x′i)→ π(x)

π (�A )*�� #�
�� �$ N� AI 7$������ ) *�� ��>:� ��� 	��� ��>:� "�����
��$! "���� �� ���� ����
� h$ ���

)	����� !�� .!�� *��>
 ��45 �� ��� *�� AI #�
�� "�4Q "��� A #�
�� "�4Q !� �-���
 ��� *��>
 h$

�

`f



)*�� �-���
 ���	I�� #�
�� ��� h$ !� φ : A→ C �1�Q����:� �� �� 	��� (�?
 �.���#

"�!� �� ��>
� φ(e) = 0 �'� ��$!k φ(e) �= 0 F
 φ �= 0 �$��' )*�� �-���
 φ P�,�� ��>
� φ = 0�'� �
����

φ(e) = φ(e.e) = φ(e)2 �� �K
� !� 7$������) j*�� y5�� h$ 7$� �� φ(x) = φ(xe) = φ(x)φ(e) = 0. x��

�&� � .‖ λ−1x ‖< 1 �$��� ‖ λ ‖≥ 1 �� λ ∈ C �� "�!� �� )	��� ���T�� ‖ x ‖< 1 �� x �$��') φ(e) = 1 �$���

� |φ(x)| < 1 F
 )φ(x) �= λ �&� � .1− λ−1φ(x) = φ(e− λ−1x) �= 0 7$������ )*�� �$&
E�/�� e− λ−1x

� ) ‖ φ ‖= sup‖x‖<1 | φ(x) |≤ 1 �K�-
 ��

#�
�� ��� h$ �� �/$m���
� �1�Q�����$� ���� (�� �� �� A �S�SI #�
�� ��� �� 	��� (�?
 �.���#

)	���
�� A "!�� D8-T� �� G:3 7$� �� 	
�?
 D8-T�

`b



��� ���

����
�� ��	�
 ���
��

	�
��
 
��

)	
���� w�Q D8-T� � �$�K��� ����� ��8� G<Q 7$� ��

�R*  %
�&  � 
� f : A → C �UE�� 5B������.2 �2 /�"�
 G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

!#�7�2 ��
 �
�,k�R* f : A→ C �C�� N���� �
 /5������ A �
 �
�,

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) , f(xy) = f(x)f(y) (x, y ∈ A,α, β ∈ C)

/5�2��� ��_�M(A) �
 
� A �
 �
�,l�R* ��S1%
�& �.2 ���.]� /f(x) �= 0 4 x � �
'
 �
 3

�m��&  � f → Kerf �"�C� N��E J�
 �� /�"�
 ���]
�� ����� G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

/��
 A <�.�B��� �T3�� ��S0�#��
 �.2 ���.]� 3M(A) J�
  � �
  �

��S0�#��
 �.2 ���.]� 3M(A) J�
  � �
  � �m��&  � �"�C� J�
 �"�
 �
��I
3 A �7
 (�* �0�I ��

/��
 A <�.�B���

(�A )*�� A @��	$� h$ M = Kerf = {x ∈ A : f(x) = 0} �� *�� p,�� )f ∈M(A) �$��' �
����

f(x−eMx) = f(x)−f(eM )f(x) = 0 �$��� x ∈ A �� "�!� �� )f(eM ) = 1 �� *1� eM ∈ A �43 f �= 0

`e



�� *�� p,�� )*�� �\�	� @��	$� h$ M � ���� M ��� �� 	I�� h$ eM F
 )x − eMx ∈ M �&� �

A
M =< eM +M >

(x ∈ A⇒ f(x− f(x)eM )) = 0⇒ x− f(x)eM ∈M ⇒ x+M = f(x)(eM +M))

)*�� C$�� {�� f → Kerf *��>
 � *�� @�:�1��� M F
 )	����� h$ �� ����� M 	��:� �

(M ⊆ I ⊆ A =⇒ M

M
⊆ I

M
⊆ A

M
=⇒ dim

I

M
= 0 �� 1 =⇒ I = M �� I = A)

M ja)e)_k �� K�-
 �� ��� )	��� M ��� �� 	I�� h$ eM � @�:�1��� �\�	� @��	$� h$ M �$��' (����

�$&
E�/�� (� �0H�
 �43 �� �� ���� jeM +M 	I�� ��k ���	I�� #�
�� ��� h$ A
M �= 0 (���� )*�� �-1�

)*��

�!�"
#
x+M �= M → x /∈M ⇒M � I = {ax+m : a ∈ A,m ∈M} 	����� ��

�������� M=⇒ I = A⇒ ∃a ∈ A, ∃m ∈M ; ax+m = eM ⇒ (a+M)(x+M) = eM +M

	

f = joπ ∈ M(A) (���� )*�� ����� j : A
M → C "�-���$� �1�Q�����$� h$ ���� W	
�08' ��45 �� ��� F


)*�� ��� f → Kerf *��>
 F
 )Kerf = Kerπ = M � *�� ����B �1�Q����:� π : A→ A
M (� �� ��

� f(e1) = 1 �� 	���� (��A e1, e2 ∈ A ���� w�Q )Kerf1 = Kerf2 = M� f1, f2 ∈ M(A) �$��' (����

�� "�!� �� (�A @�I )e1 + M = e2 +M(�= 0) �&� � ���� A
M 	I�� e2 +M � e1 +M (���� )f(e2) = 1

h$ �� h$ f → Kerf 7$������ )f1(x) = f2(x) �&� x = f1(x)(e1 +M) = f2(x)(e2 +M) �$��� x ∈ A

)*��

� M(A) 7�� h$ �� h$ �z�� h$ f → Kerf �&� � ���� �\�	� @��	$� �� ��>
� 	��� 	I�� "���� A �'�

� )	����� A @�:�1��� "�M���	$� ��8� �3�:K�

�\�	� "�M���	$� ��8� �3�:K� � ���,W��� "�M/���  ��8� �3�:K� s�Q �z��  �� ��� � � �/�01#

�� �� M *�;3 !� 7��^:� )����� ��� �� �M
� "�� �� X$�:
 "��� M(A) � �	� �-Q�' �/$ @�:�1���

)����� ���0-�� ���, W��� h��� h$ (���3 �� �� � @�:�1��� �\�	� @��	$� h$ (���3

`d



/��
 �����M �
�, l�R* %
�& �2 ��ZMg��%& ����� G���
 ��� �2 �� ����� 	�
��

� )*�� �-1� �K�-���� � @�:�1��� �\�	� @��	$� h$ ���,���� h��� �� ��
 "�4Q ��$! �
����

/‖ f ‖≤ 1 #�C�� �"�
 f ∈ M(A) 3 ��ZMg��%& 3 ����� G���
 ���  � A �7
 ����� 	�
��

)jC 8 � w� Qk 	 �� � 
 7 � � A � � � � w� Q )| f(x) |≤‖ x ‖ .x ∈ A � � "�� � � � ��� � (� ? 
 �
� �� �

* S � S I ��k |f(αx0)| > 1 > ‖αx0‖� � * 1 � α ∈ C � �� / �� )|f(x0)| > ‖x0‖ � � * 1 � x0 ∈ A F 


‖(αx0)n‖ ≤ ‖αx0‖n → 0 ��� | f(αx0)n |=| f(αx0) |n→∞ 7$������ )(∃α > 0, | f(x0) |> 1
α >‖ x0 ‖)

�& � � x ∈ A � � "�!� � � |f(x)| ≤ ‖x‖ F 
 )* �� f (�� � � - �� � 
 � � y 5� � - � 7 $� � � .n → ∞ � � � - 5�

� )‖ f ‖≤ 1

���3 �
�,k�R*  %
�&  � ->
�I �
��I
3 3 �UE�� ��ZMg��%& ����� G���
 ��� �2 �� ����� 	�
��

/��
�

�& � � A = C ��� � �	 
� 0 8 ' � � 4 5 � � � � � �� > 
� 	 �� � � $& 
E� / � � A � 0 H� 
 � 4 3 � � � '� �
� �� �

�� )	��� x �$&
�
 E�/�� �43 "���� A �$��' )*�� A �� ���, W��� h��� h$ f(λe) = λ(λ ∈ C)

"���� A ��� 7$������ )*�� [5�� @�:�1��� @��	$� h$ �� �&� � *�� A !� ��� @��	$� h$ xA +��H 7$�

� )*�� ���,���� h��� h$ @���� ��B �� �$ � @�:�1��� @��	$� h$ G5�	I

�.���#

)	��� ���,���� h��� (�	� �� 	�
�� 	I�� (�	�� �0H�
 .�$�K���.D8-T� #�
�� ��� h$ !� ���o� jak

���,���� h��� (�	� �� 	�
�� �0H�
 	I�� "���� � �6�K��� ��u .D8-T� #�
�� ��� h$ !� ���o� jbk

)	���

)	��� ���,���� h��� (�	� �� 	�
�� ���	I�� �0H�
 � .�6�K��� .�S�SI #�
�� ��� h$ !� ���o� jck

N��E J�
 �� /�"�
 �
�1� 8���]
�� 3 �����9 G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

df(x) �= 0, f ∈ M(A) �2 �
�
 �7
 �a� 3 �7
 ��
 ��ZMY�1%� x ∈ A ��� 8a9

`a



d�"��� n>
3 A '
 #�� <�#��
 A�2 �� x �7
 �a�3 �7
 ��
 ��ZMY�1%� x ∈ A��� 8b9

/σ(x) = {f(x) : f ∈ M(A)} 8c9

��>
� f ∈ M(A) � 	��� �$&
E�/�� A �� x �'� jak �
����

f(x)f(x−1) = f(xx−1) = f(e) = 1

h$ �&�� ����
 e G��� I = {ax : a ∈ A} 7$������ ) 	���
 �$&
 E�/�� x �$��' ) f(x) �= 0 �&� �

h$ ��
 "�4Q M @�:�1��� @��	$� ��� ) ���� ���5 M @�:�1��� @��	$� h$ �� �� *�� A !� ��� @��	$�

)f(x) = 0 �$��� .x = e.x ∈ I ⊆M �� �K
� !� F
 )*�� f ∈M(A)

)*�� �	� *��| (a) �� 98�� 7$� F/3 ) ���	
 ���5 ��� ����	$� �� �$&
 E�/�� �43 ��� jbk

jck
λ ∈ σ(x) ⇐⇒ λe− x /∈ inv(A)

(a)⇐⇒ ∃f ∈ M(A); f(λe− x) = 0

⇐⇒ ∃f ∈ M(A);λ = f(x) ⇐⇒ λ ∈ {f(x) : f ∈M(A)}

�
�� f(x) = �� #��
 Rn �
 ����� �%
�& f 5���7 !8� ���39 ����� ��

f(x) =
∑
m∈Zn

ame
im.x,

∑
m∈Zn

| am |<∞ j_k

#�C�� 4f(x) �= 04 x ∈ Rn �2 �
'
 �
 �7
 <�I

1
f(x)

=
∑
m∈Zn

bme
im.x,

∑
m∈Zn

| bm |<∞ jck

�$��� )∑m∈Zn | am |<∞ �$��' ��$! �*�� ��Q �� �<=�� j_k G/� �� [�� �� X$�:
 �
����

f(x) =
∑
m∈Zn

ame
im.x ⇒ f(x)e−im

′.x =
∑
m∈Zn

ame
i(m−m′).x

7$������ .*�� *����/$ "��>:� E��-���$��−M (��!� �� ��� *��� *:� "�� (�A @�I

1
(2π)n

∫
[0,2π]n

f(x)e−im
′.xdx =

∑
m

am
(2π)n

∫
[0,2π]n

ei(m−m′).xdx

=
∑
m

am
(2π)n

∫ 2π

0

∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

ei(m1−m′
1)x1ei(m2−m′

2)x2 · · · ei(mn−m′
n)xndx1 · · · dxn = am′

wiener �

`g



A �� ����� �	$� �-I�� �� )	��� ‖ f ‖= ∑
m | am | N�
 �� j_k G/� �� D8-T� [��� ��8� �3�:K� A �$��'

j���Ak *�� _ *��| [�� (� 	I�� � *�� ��� ��S
 ]�, � [:� �� �6�K��� #�
�� ��� h$

���� w�Q )	��� μ {��:� �!�	
� �� Zn �$��' �!�"
#

f(x) =
∑
m

ame
im.x, g(x) =

∑
m

bme
im.x,

∑
m

| am |<∞,
∑
m

| bm |<∞

�%
 �� u(m,m′) = am−m′bm′eim.x ����, �� �� u : Zn × Zn −→ C [�� ) �$��'�� �%
 �� *��| �� x ��S


�$��� )�$��'��
∫

Zn

∫
Zn

|u(m,m′)|dμ(m)dμ(m′) =
∑
m′
|bm′ |

∑
m

|am−m′ |

=
∑
m′
|bm′ |

∑
m

|am| = ‖f‖.‖g‖ <∞

� u ∈ L1(μ× μ) �����Q ��45 �� ��� F


∑
m

(∑
m′

am−m′bm′
)
eim.x =

∫
Zn

∫
Zn

u(m,m′)dμ(m′)dμ(m)

=
∫

Zn

∫
Zn

u(m,m′)dμ(m)dμ(m′) =
∑
m′

bm′ .
∑
m

am−m′eim.x

=
∑
m′

bm′eim
′.x.

∑
m

am−m′ei(m−m′).x = f(x)g(x)

� f.g ∈ A F


‖fg‖ =
∑
m

|
∑
m′

am−m′bm′ | ≤
∑
m

∑
m′
|am−m′ ||bm′ |

=
∑
m′

∑
m

|am−m′ ||bm′ | =
∑
m′
|bm′ |

∑
m

|am−m′ | = ‖f‖‖g‖

	 )	����� _ *��| [�� ��� 7$� 	I��

7$� !� h$ ��� w�Q �� ��� �� )*�� A �� "��	S� ���, W��� h��� h$ h −→ h(x) .x �� "�!� ��

"�M/��� !� ��u �� ���,���� h��� A �� ���� *��| �'� )	����:
 �0H �� f ���, ��� "�� h��� 

�K�-
 (�:� 7$�� ���� �$&
 E�/�� A �� f G�5 ��45 !� (a) �� ��� �� ��>
� ���	
 "��	S� ���, W���

)*�� x N� r− �0��� xr (� �� �� gr(r) = exp(ixr) = eier .x ���� �� ���5 r = 1, ..., n "��� ) *�� ]�8��

�$��� )h ∈M(A) �$��' )	������ h$ N�
 "���� � A �� 1
gr
, gr P�,� ��

| h(gr) |≤‖ h ‖ . ‖ gr ‖≤ 1, | 1
h(gr)

|=| h(
1
gr

) |≤‖ h ‖‖ 1
gr
‖≤ 1

fn



�� *1� yr �S�SI �	3 7$������

h(gr) = exp(iyr) = gr(y) (1 ≤ r ≤ n) j`k

"�M��48H�I !� ����-� ��� 9��� h$k � �o8o� "� �8:� 	�A h$ P �'� )y = (y1, ..., yn) (� �� ��

�� 	���� (�?
 j`k ��>
� 	��� jgr [��� p�=H "�M
�� 

h(P ) = P (y) jfk

"�M$� �8:�	�A ��8� �3�:K� N�
 C$�� �� ��� �� � *�� �-���
 A �� h (�A )*�� ���, � ��� h ��$!

W��� h��� h$ h F
 )h(f) = f(y) .f ∈ A �� "��� �� 	���� �K�-
 jfk .*�� @�>A A �� � �o8o�

� )*�� *��| �/I � ���� "��	S� ���,

:���( ���!)* B% -<3( �, -(!" C-�@ ��D2(�E -
��8 	��6 ���

W��� h��� �� *�� ���?Q V��	��� "�4Q h$ Ω (� �� �� C(Ω) #�
�� ��� �� �� ������ (�?
 j_k

*�� �$! "��	S� G/� �� ���,

f −→ f(x)

������ (�?
 )φ ∈ M(A) ���� w�Q )*�� Ω �� *��| ��S
 h$ x (� �� ��

∃x0 ∈ Ω ∀f ∈ C(Ω) (φ(f) = 0 =⇒ f(x0) = 0) j_k

)fx(x) �= 0 ��� φ(fx) = 0 �� *�� ����� fx ∈ C(Ω) [��  x ∈ Ω �� "�!� � � F
 )	��� 
 7��A �$��'

����-� ��	� 7$������ )	�
���
�� �� Ω ���?Q "�4Q (x ∈) Ux = { t ∈ Ω : fx(t) �= 0} !�� "�� �3�:K�

���� �� ���5 )Ω = Ux1 ∩ · · · ∩ Uxn �� *1� x1, · · · , xn ∈ Ω ��S


g =| fx1 |2 +...+ | fxn |2= fx1 f̄x1 + ...+ fxn f̄xn

��� )*�� �$&
 E�/�� C(Ω) �� g 7$������ )g(t) > 0 (t ∈ Ω) � g ∈ C(Ω) �$���

φ(g) =
n∑
i=1

φ(fxi)φ(f̄xi) = 0

f_



)	��� ���T�� f ∈ C(Ω) �$��' )*�� ���5�� j_k � ���� GB�� C8� w�Q 7$������ )*�� y5�� h$ 7$� ��

�� φ ���$ )φ(f) = f(x0) �$ f(x0) − φ(f) = (f − φ(f).1)(x0) = 0 7$������ � φ(f − φ(f).1) = 0 �$���

)*�� *��| �/I � ���� f −→ f(x0) "��	S� +��H

+��H �� φ ���, W��� h��� �� L1(−∞,+∞)��� �� �� ���� �� (�?
 jck

φ(f) =
∫ +∞

−∞
f(t)eixtdt

!� "�-���$� �1�Q�����$� h$ u(f) = 1√
2π
f ����, �� u : L1(R1) −→ L1(−∞,+∞) *��>
 )	�����

�� ‖ f ‖′= ∫ +∞
−∞ | f(x) | dm(x) N�
 � (f ∗′ g)(x) =

∫ +∞
−∞ f(x− y)g(y)dm(y) ]�, �� L1(R1) #�
�� ���

‖ f ‖= ∫ +∞
−∞ | f(x) | dx N�
 � (f ∗ g)(x) =

∫ +∞
−∞ f(x− y)g(y)dy ]�, �� L1(−∞,+∞) #�
�� ��� "��

)	�����
√

2π �� �	� ��1S ��� �!�	
� m (� �� �� 	�����

�!�"
#‖ f ‖= √2π ‖ f ‖′, f ∗ g =
√

2πf ∗′ g

‖ f ∗ g ‖=‖
√

2πf ∗′ g ‖= 2π ‖ f ∗′ g ‖′≤ (
√

2π ‖ f ‖′)(
√

2π ‖ g ‖′) =‖ f ‖ . ‖ g ‖

u(f ∗′ g) =
f ∗′ g√

2π
=

1
2π

(f ∗ g) =
f√
2π
∗ g√

2π
= u(f) ∗ u(g)

	

���, W��� h��� h$ φ ◦ u +��H 7$� �� )	��� L1(−∞,+∞)�� ���, W��� h��� h$ φ �$��'

�� *1� t ∈ R .�S�SI ����
� �� ��45 h$ �� ��� 7$������ )	����� L1(R1) ��

φ ◦ u(f) = f̂(−t) =
∫ +∞

−∞
f(x)eixtdm(x)

7$������

φ(
f√
2π

) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)eixtdx

)	$� �� *�� �� �/I �K�$� !�

+��H �� ���, W��� h��� �� �1(−∞,+∞) �� �� ������ (�?
 j`k

f(x) =
∞∑

n=−∞
xne

int (x = (xn)n∈Z ∈ �1) j_k

� $� � ' )� $� � '� � � % 
 �� �� x0 = (δ1n)∞−∞ � 4 3 �� % � � 7 $� "�� � )0 ≤ t < 2π (� �� � � * ��

* �� � $& 
 E� / � � x0 � 4 3 )f(x0) = α � 	 �� � �1(−∞,∞) � � � �� , W� � � h � ��  h $ f

fc



!� * �� +�� � 3 (δ1n) ∗ (δ−1,n) ]� 4 8 H� I N�n � 8 : � �� $! x−1
0 = (δ−1,n) !� * �� +�� � 3 (� E� / � �k

"��>:� "�� +��H �� �1(−∞,∞) !� x = (xn) �43 �� (�A )j∑∞
k=−∞ δ1,n−k.δ−1,k = δ1,n+1 = δ0,n

����� �-��
 x =
∑∞

−∞ xnx
n
0⎛⎝‖ x− n=N∑

n=−N
xnx

n
0 ‖=‖ (..., x−N−2, x−N−1, , 0, 0 · · · , 0, · · · 0, xN+1, xN+2, ...) ‖=

∑
|n|>N

| xn | −→
N→∞

0

⎞⎠
�$��� f �>-���
 �� ��� ��

f(x) =
∞∑

n=−∞
xnα

n jck

n ≥ 0 "��� yn = α−n (� �� �� y = (yn) (��� ��� 5 � � ��> 
� 	�� � | α |> 1�'� )| α |= 1 ������ (�?


)* �� y 5� �  h $ 7 $� � � f(y) =
∑∞

n=0
αn

αn = ∞ � y ∈ l1(−∞,+∞) � $��� .n < 0 "�� � yn = 0 �

�$��� .n > 0 "��� zn = 0 � n ≤ 0 "��� zn = α−n (� �� �� z = (zn) (������5 � � ��>
� 0 <| α |< 1�'�

α = eit �&� � | α |= 1 F
 )*�� y5�� h$ ��
 7$� �� f(z) =
∑0

n=−∞
αn

αn = ∞ ��� z ∈ �1(−∞,+∞)

)	�� �� �K�-
 �� j_k ����� jck (���� � 0 ≤ t < 2π (� �� ��

U � � � -�� � 
 � U = {z ∈ C :| z |< 1} !� � U�5 �� h�Q���� ��� [ ���  � � 8 � � �� A(U) �� � � w�Q jfk

N�
 � _ [�� 	I�� �� �6�K��� #�
�� ��� h$ A(U))	���

‖ f ‖= sup
|z|≤1

| f(z) |= max
|z|≤1

| f(z) |= max
|z|=1

| f(z) |

(�A )	��� A(U) �� ���� "� ����
� {fn} �$��' .A(U) (��� #�
�� +��|� "��� )	��� ��

| fn(z)− fm(z) |≤‖ fn − fm ‖−→ 0 (m,n→∞, z ∈ U)

*����/$ ��B �� U�� f �-���
 [�� �� �K�-
 �� � ���� ���� *����/$ ��B �� U �� fn(z) ���� ����
� �&�

�%
 �� �� � ⊆ U ���T�� � �-1� 28o� ��%�� 7$� "��� )*�� �8�8= U �� f ������ (�?
 )*�� ��>:�

)∫
∂
 fn(z)dz = 0 �$��� 	�-1� j�8�8= k h�Q������� U �� �� fn (�A )�$��'��

7$������

∣∣∣ ∫
∂


f(z)dz
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
∂


f(z)dz −
∫
∂


fn(z)dz
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
∂


(f(z)− fn(z))dz
∣∣∣

≤ ‖ fn − f ‖ .L(∂�) −→ 0 (n→∞)

f`



)*�� #�
�� A(U) �&� � f ∈ A(U) F
 )*�� �8�8= U �� f �� ��� ��45 �� ��� F
 )∫
∂
 f(z)dz = 0 �&� �

�� 	������ f −→ f(z) "��	S� G/� �� A(U) �� ���, W��� "�� h��� ��8� �� ������ (�?
 (����

(� �� �� z = φ(id) ������ ���5 	��� A(U) �� ���, W��� h��� h$ φ �'� *S�SI �� )| z |≤ 1 (� ��

)φ(P ) = P (z) �$��� P "��8:�	�A �� "�!� �� )|z| ≤ ‖φ‖.‖id‖ ≤ 1 �$��� )*�� �
�:� [�� id ∈ A(U)

�!�"
#

P (w) = a0 + a1w + ...+ anw
n ⇒ P = a0.1 + a1(id) + a2(id)2 + · · ·+ an(id)n

⇒ φ(P ) = a0φ(1) + a1φ(id) + ...+ an[φ(id)]n

= a0 + a1z + ...+ anz
n = P (z)

	

�$��� .*�� �-���
 φ � 	
� @�>A A(U) �� �M$��8:� 	�A (�A @�I

φ(f) = f(z) (f ∈ A(U) )

)	����� f −→ f(z) "��	S� �1�Q����:� +��H �� φ ���$

N�
 �� [0, 1] �� �$&
 @��>-
� D8-T� [��� ��8� #�
�� "�4Q L1(0, 1) �$��' jbk

‖ f ‖=
∫ 1

0

| f(x) | dx

���� C$�� �$! +��H �� �� ]�, �'� ) 	���

(f ∗ g)(x) =
∫ x

0

f(x− y)g(y)dy (0 ≤ x ≤ 1)

)��� 	���� �6�K��� #�
�� ��� h$ L1(0, 1) ��>
�

������ ���5 f ∈ L1(0, 1) �� "��� �!�"
#

F (x) =

⎧⎨⎩ f(x) 0 ≤ x ≤ 1

0 ������� �
� ��

O�$���

ff



�0$��-���

(f ∗ g)(x) =
∫ x

0

F (x− y)G(y)dy =
∫ +∞

−∞
F (x− y)G(y)dy = (F ∗G)(x) (0 ≤ x ≤ 1)

‖f ∗ g‖ =
∫ 1

0

|(f ∗ g)(x)|dx =
∫ 1

0

|(F ∗G)(x)|dx

≤
∫ +∞

−∞

∣∣(F ∗G)(x)
∣∣dx = ||F ∗G|| ≤ ||F ||||G|| = ||f ||||g|| (0 ≤ x ≤ 1)

O�$�K���

(f ∗ g)(x) = (F ∗G)(x) = (G ∗ F )(x) = (g ∗ f)(x) (0 ≤ x ≤ 1)

.0 ≤ x ≤ 1 "��� O"�$&
 *���

(
(f ∗ g) ∗ h)(x) =

∫ x

0

(f ∗ g)(x− y)h(y)dy =
∫ x

0

(F ∗G)(x− y)H(y)dy

=
∫ +∞

−∞
(F ∗G)(x − y)H(y)dy = ((F ∗G) ∗H)(x) = (F ∗ (G ∗H))(x)

= ((G ∗H) ∗ F )(x) = ((g ∗ h) ∗ f)(x) = (f ∗ (g ∗ h))(x)

	 )	$��� *�� �� �-I�� �� ��� "�3�,�� @�H� �$��

��%�� 7$� "��� )	����:
 ���	I�� �&� � *1�
 ���, W��� h��� ��� "���� L1(0, 1) ������ (�?


)0 ≤ x ≤ ε �� "��� f(x) = 0 �� 	��� (��A f ∈ L1(0, 1) �� ���� w�Q )	��� ���T�� 0 < ε ≤ 1 �� ε �$��'

�$���

f(x) = f ∗ f ∗ · · · ∗ f(x) = 0

0 ≤ x ≤ nε �� "���

�$��� ε < x ≤ 2ε �$��' )(f ∗ f)(x) = 0 P�,��� ��>
� 0 ≤ x ≤ ε�'� )0 ≤ x ≤ 2ε �$��' �!�"
#

(f ∗ f)(x) =
∫ x

0

f(x− y)f(y)dy =
∫ x

ε

f(x− y)︸ ︷︷ ︸
0

f(y)dg = 0

��$!

ε ≤ y ≤ x =⇒ −x ≤ −y ≤ −ε =⇒ 0 ≤ x− y ≤ x− ε ≤ 2ε− ε = ε =⇒ f(x− y) = 0

	 )����� �K�-
 �/I Ǳ��S-�� �� (����

jC8� w�Qk 	��� ���, W��� h��� h$ φ �'� �&� � .fn = 0 �$��� ���� �Q�� �	S� "�n "��� 7$������

fb



*��� ������

[φ(f)]n = φ(fn) = φ(0) = 0

L1(0, 1) �� 	������ �0H x = 0 !� �>$�1:� h$ �� �� f [��� 7��A "��8� "�3�:K� ��� )φ(f) = 0 �$ �

)*�� y5�� h$ 7$� �� φ = 0 �K�-
 �� )	������ �-���
 ���, W��� "��h��� � ���� @�>A

F����G�
 H�I&�
J F�+�/% ��<� ���

���$ �	��� (� (�'�� X∗ � #�
�� "�4Q h$ X �$��' O"�����$

X∗ = {f : X → C : ��� ����
� �  !" f}.

*��>
 .x ∈ X �� "�!� ��

ϕx : X∗ −→ C

X∗ �� ���-� WC��, "m���
�  .C$�� ���� � )�$��'�� �%
�� ϕx(f) = f(x) (f ∈ X∗) �� ���, �� ��

ϕx P�,��� x ∈ X �� "�!��� )	
���'�� �-���
 �� (ϕx)x∈X [��� �� �8� �� *�� X∗ �� "m���
� 7$�-/A��

(�A )*�� ���

|ϕx(f)| = |f(x)| ≤ ‖f‖.‖x‖ (f ∈ X∗)

WC��, "m���
� 7$������ )j	����� ‖ϕx‖ = ‖x‖ [5�� ��k )*�� �-���
 X∗ �� N�
 "m���
� �� *�1
 ϕx

)*�� X∗ �� N�
 "m���
� j�3�:K��$!k !� �-/A�� ���-�

�� U (� �� �� 	����� �� ϕ−1
x (U) ����-� [B�S� !� �3�:-�� ���-� WC��, !�� �� �� ����� �	$� �-I�� ��

� �����$! h$ {ϕ−1
x (U) : x ∈ X � !�� C �� U} �� $���' �>$� +���3�� )*�� !�� C

{
ϕ−1
x1

(U1) ∩ . . . ∩ ϕ−1
xn

(Un) : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X � C �� !�� U1, . . . , Un}

�� ���3�:K� �� �8� !� G/?-� �� $���' .f0 ∈ X∗ �� Ǳ�!��� *S�SI �� )	����� "m���
� 7$� "��� ���� h$

G/�

V (f0;x1, . . . , xn, ε) = {f ∈ X∗ : |f0(xi)− f(xi)| < ε (1 ≤ i ≤ n)} j_k
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�� ��� � � \q �� �� $! .	�� ��� f0 �� �S
 �� ��,�� "���� h$ .ε > 0 � x1, . . . , xn ∈ X .n ∈ N (� �� ��

"���3�:K� ���-� WC��, "m���
� �� *�1
 ��φxi �>-���


V (f0;x1, . . . , xn, ε) =
n⋂
i=1

ϕ−1
xi

(B(f0(xi)); ε)

	��� f0 �$���� �>$�1:� h$ W =
⋂n
i=1 ϕ

−1
xi

(Ui) �'� �q�
�| � 	������ f0 ���-� WC��, "�� �>$�1:�

�� *1� ε > 0 �	3 	
!�� C �� �� Ui � (1 ≤ i ≤ n) f0(xi) = ϕxi(f0) ∈ Ui �� �K
� !� ��>
�

B
(
f0(xi), ε

) ⊆ Ui (1 ≤ i ≤ n)

�&� �

V (f0;x1, · · · , xn, ε) =
n⋂
i=1

ϕ−1
xi

(
B(f0(xi), ε

) ⊆ n⋂
i=1

ϕ−1
xi

(Ui) = W

*1� x ∈ X ��>
� 	���� X∗ !� �$�:-� �43 �� f2 � f1 �'� ��$! 	����� V��	��� ���-� WC��, "m���
� 

*��� ������ ε = |f1(x)−f2(x)|
2 (��� ���5 �� �� .f1(x) �= f2(x) ��

V (f1;x, ε) ∩ V (f2;x, ε) = ∅

�!�"
#

f ∈ V (f1;x, ε) ∩ V (f2;x, ε) ⇒ |f(x)− f1(x)| < ε , |f(x)− f2(x)| < ε

7$������

|f1(x) − f2(x)| ≤ |f1(x) − f(x)|+ |f(x)− f2(x)| < 2ε = |f1(x)− f2(x)|

	 )*�� y5�� h$ 7$� ��

"m���
� �� *�1
 {f ∈ X∗ : ||f || ≤ 1} ���$ .X∗ �� -1� 	I�� "�' �� 	���� (��� �85\�W#�
�� �� �45

)*�� ���?Q ���-� WC��,

A �
 �
�, l�R* ��2 %
�& �= ��� �= ��.]�M(A) 3 ���]
�� G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

�"�C� 4x ∈ A �2 Ǳ
'
�
 /�"�


x̂ : M(A) −→ C
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�=R
�, �


x̂(f) = f(x) (f ∈ M(A))

x̂ ���U�7 -���& 4M(A) ⊆ {f ∈ A∗ : ||f || ≤ 1} ⊆ A∗ �� ���� '
 n>
3 �� /5���7�� x ���U�7 -���& 
�

/�"�
��M(A) �
 ϕx �"�C� ���V&

�-��� 
 �� Â = {x̂ : x ∈ A} �H��3 �� � 8� �� 	�� ��� M(A) � � "m� �� 
�  7$�-/A�� 	
�0 8' "m��� 
�  

.�� "�!��� � *�� M(A) �� �$�4Q�$! ����-� WC��, "m���
� (�:� "m���
� 7$� �� *�� p,�� )	
���>�

"���3�:K� f0 ∈M(A)

V (f0;x1, . . . , xn, ε) ∩M(A) = {f ∈M(A) : |f(xi)− f0(xi)| < ε (1 ≤ i ≤ n)}

	
� 0 8 ' "m� �� 
�  � � *� 1
 f0 �� �S 
 �� ��,�� "�� � � h$ .ε > 0 � x1, . . . , xn ∈ A .n ∈ N (� �� ��

)	�����

�� *�1
 M(A) �� �-���
 D8-T� �-���
 [��� �� �8� ��� C(M(A)) (� �� �� .Â ⊆ C(M(A)) �� *�� p,��

)*�� 	
�08' "m���
� 

�� M(A) .���� ���� A @�:�1��� �\�	� "��@��	$� �� �8� �� 3�:K� � M(A) 7�� �/$ �� h$ �z�� �� �K
� !�

)	�$�'�� A @�:�1��� �\�	� @��	$� "�4Q �� 	
�08' "m���
� 

)����� s;B� ��
 Â "��� A !� x −→ x̂ *��>
 "��� 	
�08' G$	� +���3

�\�	� "��@��	$� �� �8� [�S� !� *�� +���3 ������ X$�:
 rad(A) �� �� (� �� A @�/$��� .C$�� �� ���

)��$�'�� ������
 �� A ��>
� rad(A) = {0} �'� )A @�:�1���

A(�= 0) �
�1� 3 ���]
�� G���
 ��� <�.�B��� ��2<�#��
 �= ��� ����M = M(A) 5���7 ����� 	
��

!N��EJ�
 �� /�"�


d��
 o�3���2 #=��_� ����  �M(A) !(a)

/�"�
�� rad(A) �� �= �B2 �� 4�"�
�� C(M) '
 Â �����' �3�
 A '
 5B������.2  � ���U�7 -���& !(b)

d�"�
 #���5�� A �7
 �a� 3 �7
 ��
 5B�����3@�
  � ���U�7 -���& J�
�
��


fa



J�
�
��
 /�"�
�� σ(x)$�	 x̂ ��
 4x ∈ A �2 �
'
 �
 !(c)

‖x̂‖∞ = ρ(x) ≤ ‖x‖

/ρ(x) = 0 �7
 �a� 3 �7
 x ∈ rad(A) 3 �"�
��M �3� |x̂(f)| F�.��M�� '
 ��
N���� ‖x̂‖∞ �� �� ��

+��H7$� �� )f ∈M � α ∈ C .x, y ∈ A ���� w�Q )������ *��| �� jc k� jb k�	-�� �
����

(̂αx)(f) = f(αx) = αf(x) = (αx̂)(f)

̂(x+ y)(f) = f(x+ y) = f(x) + f(y) = (x̂ + ŷ)(f)

�

̂(x.y)(f) = f(x.y) = f(x).f(y) = x̂(f)ŷ(f) = (x̂.ŷ)(f)

�� "��� f(x) = 0 �� *�� �� x ∈ A �� �8� !� G/?-� (� �� -1� )*�� �1�Q���:� h$ x −→ x̂ 7$����� �

[�S� �-1� 7$� .@�:�1��� "�M���	$�� ���,W��� "��h��� 7�� h$ �� h$ �z�� �� ��� �� �� .f ∈ M

)*�� rad(A) ���$ A @�:�1��� "�M���	$� �� �8�

� '� � M �  � � '� f ∈ M h $ "�� � λ = x̂(f) = f(x) � '� � M �  � � '� * �� [ 5�� x̂ �� � �� λ

)	���� *��| �� jck � jbk 7$� )λ ∈ {f(x) : f ∈ M} = σ(x)

������ w�Q )	��� j#�
�� "�4Q h$ (���3 �� A 7-Q�' �%
 �� ��k A (�'�� A∗ �$��' .jak +��|� "���

�� ��� �� ��� )*�� ���?Q ���-� WC��, ��B�� .K �85\�W#�
�� �� �45 ����� )K = {f ∈ A∗ : ||f || ≤ 1}

)*�� M �� �$�4Q�$! ����-� WC��, "m���
� (�:� M �� 	
�08' "m���
� P�,��� )M ⊆ K ��45 h$

)*�� ���-� WC��, "m���
� �� *�1
 A∗ !� "��-1� ��3�:K��$! M �� ���� (�?
 *�� �Q�� 7$������

�� ������ (�?
 )	��� M ����-� WC��, ��-1� �� Λ0 ∈ A∗ �$��'
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= {Fg : |Ff (xi + λie)− Fg(xi + λie)| < ε (1 ≤ i ≤ n)}
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= ψ(V (f ;x1, . . . , xn, ε))

M1 \ {F∞} ��� )	����� j�$�4Q�$! "m���
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= {F ∈M1 : | ̂(x+ 0e)(F )| ≥ ε}

jc)`)ck �� �45 ���?� N�/I� �� �S� )x̂ ∈ C0(M) F
 )*�� ���?Q {f ∈ M : |x̂(f)| ≥ ε} �&� � ���� ���?Q
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V (f ;x1, . . . , xn, ε) ; x1, . . . , xn ∈ K , ε > 0 , f ∈ m(A)
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 ���M  �

.x1, . . . , xn ∈ A (� �� �� U = V (f0;x1, . . . , xn, ε) ���T�� �>$�1:� �� �� ���� (�?
 	$�� �
����
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����� yi,j ∈ K �H��3 � D8-T� 9$��, �� Pi "��"��8:�	�A s�Q 7$�: �� ��� ��
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 �� ��� �� (����
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�ρ(0) = 0 (ik
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 *�� �Q�� +��|� G�:/ "��� )	����� ����� ��3�:K� "��� 7�$�
 	�� h$ ρ(x) 7$������

)‖x0‖0 ≤ 1 �� *1� ‖.‖0 	�
�� ��-Q�$&
 ���
 ��>
� .ρ(x0) < 1 �

�!�"
#

ρ(x0) < t ⇒ ρ(x0) < t1 < t(∃t1 ∈ R) ⇒ ρ(
x0

t1
) < 1 ⇒ ∃ ‖.‖0 ∈ D, ‖x0

t1
‖0 ≤ 1 ⇒ ‖x0‖0 ≤ t1 < t

	

j��Q���<=����uk +��H�� (�� �� �� x ∈ A �43 ��

x =
∞∑
k=0

akx
k
0 j`k

������ ���5 )	�-1� �0H C��T� ��ak !� ����-� ��	� DSQ � ak ∈ A (� �� �� *��


‖x‖0 = inf{
∞∑
k=0

‖ak‖ : x =
∞∑
k=0

akx
k
0 , 	
�0H�
 ��ak !� ����-� ��	� DSQ � ak ∈ A �� }

�'� )*�� ��-Q�$&
 N�
 h$ ‖.‖0 ���� *��| *�� �Q�� 7$������ )‖x0‖0 ≤ ‖e‖ = 1 �$��� .x0 = e.x0 (�A

G/� �� ck =
k∑
l=0

ak−lbl (� �� �� xy =
∞∑
k=0

ckx
k
0 ��>
� 	���� j`k G/� �� y =

∞∑
k=0

bkx
k
0 � x =

∞∑
k=0

akx
k
0

7$������ � .	����� j`k

‖xy‖0 ≤
∞∑
k=0

‖ck‖ ≤
∞∑
k=0

k∑
l=0

‖ak−l‖ ‖bl‖ =
∞∑
l=0

∞∑
k=l

‖ak−l‖ ‖bl|

=
∞∑
l=0

‖bl‖
∞∑
k=l

‖ak−l‖ =
∞∑
l=0

‖bl‖
∞∑
k=0

‖ak‖

v$�B �� ‖x‖0 (��� ��:��$! )‖xy‖0 ≤ ‖x‖0.‖y‖0 *��� ������ *��� *:� !� N�:�0�$� 7-Q�' �� ��

N�
��
 h$ ‖.‖0 ���$ �‖αx‖0 = |α|.‖x‖0 ����:� � ‖0‖0 = 0 �� ����� �	$� �-I���� � ����� *��| ���?�

h$ ‖.‖0 �� ����� �K�-
 ��7$� !� �� *�� @���� ‖.‖ �� ���� N�
 �� ‖.‖a �� ������ (�?
 )*�� A �� "���

O�$��� .x = x+ 0x0 + 0x2
0 + . . . 7-��
 �� )*�� N�


‖x‖0 ≤ ‖x‖ jfk
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)jn = 0, 1, 2, · · ·k ‖xn0 ‖ ≤ C ;q o� .*�� ��	=� ‖xn0‖ �� ���
� .ρ(x0) < 1 (�A �>$� V�B !�

(ρ(x0) = lim
n→∞ |‖x

n
0 |‖

1
n < 1 ⇒ ∃N(n ≥ N ⇒ ‖xn0‖

1
n < 1⇒ ‖xn0‖ < 1))

* ��� � � ��� � * ��� * : � !� N� : � 0 � $� 7 - Q� ' � � � � ‖x‖ ≤ C
∞∑
k=0

‖ak‖ � $��� j`k � � � ��  � �

.jfk � jck � �� � � (� A .�� �\� � )	 �� �� � ‖.‖ �� � ��� N� 
 � � @�� � � � �� 
 ‖.‖0 � K � - 
�� )‖x‖ ≤ C‖x‖0

� )*�� *��| �/I � ���� ��-Q�$&
 N�
 h$ ‖.‖a �&� � ‖e‖0 = 1 �$��� .1 = ρ(e) ≤ ‖e‖0 ≤ ‖e‖ = 1

N��EJ�
 �� /�"�
 �
�1� 3 ���]
�� G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

rad(A) = {x ∈ A : e+ xy ∈ G(A) , ∀y ∈ A}

O�$��� y ∈ A �� � f ∈M(A) �� "�!��� ��>
� x ∈ rad(A) �'� �
����

f(e+ xy) = f(e)︸︷︷︸
1

+ f(x)︸︷︷︸
0

f(y) = 1 �= 0

)α = f0(x) �= 0 �� *1� f0 ∈ M(A) ��>
� .x /∈ rad(A) �'� F/��� � )*�� �$&
E�/�� e+ xy �&� �

� )*1�
 �$&
E�/�� A �� e+ (− e
α )x �&� � f0(e+ (− e

α )x) = 0 7$������

� ����� ��� 5 )rad(A) = A0 �� � � ��� � (�?
 )A0 = L1(0, 1) (� �� �� A = A0 ⊕ {λe} � $� � ' �� � �

O�$��� )u(x) = 1 (0 ≤ x ≤ 1)

un(x) =
xn−1

(n− 1)!
(0 ≤ x ≤ 1)

(un+1(x) = (u ∗ un−1)(x) =
∫ x

0

u(x− y)un−1(y)dy =
∫ x

0

yn−1

(n− 1)!
dy =

xn

n!
)

�&� �

‖un‖ =
∫ 1

0

xn−1

(n− 1)!
dx =

1
n!

"��8:�	�A �� "�!��� *�� @��	$� h$ @�/$��� �� ��(� !� )u ∈ rad(A) � ρ(u) = limn→∞ n

√
1
n! = 0 F


rad(A) � ����@�>A L1(0, 1) �� ��"��8:�	�A ��
���� ��� )u ∗ P (u) ∈ rad(A) �$��� D8-T� 9$��, �� P

ba



)A0 ⊆ rad(A) 7$������ )*�� �-1�

�!�"
#

P (x) =
n∑
k=0

akx
k ⇒ P (u) =

n∑
k=0

aku
k ⇒ (u ∗ P (u))(x) = (

n∑
k=0

aku
k+1)(x)

⇒ (u ∗ P (u))(x) =
n∑
k=0

ak
xk

k!
=

n∑
k=0

bkx
k (bk =

ak
k!

)

�

f ∈ L1(0, 1), ε > 0 ⇒ ∃g ∈ C[0, 1]; ‖f − g‖1 < ε

2

g ∈ C[0, 1] ⇒ ∃P ; ‖g − P‖∞ <
ε

2
⇒ ‖g − P‖1 =

∫ 1

0

|g − P |dx ≤ ‖g − P‖∞ <
ε

2

F


‖f − P‖1 ≤ ‖f − g‖1 + ‖g − P‖1 < ε

2
+
ε

2
= ε

� $��� .F∞(f) = λ �= 0 � � � �(� !� �� > 
� .λ �= 0 � g ∈ A0 (� �� � � f = g + λe � '� � > $� V� B !�

	 )rad(A) = A0 F
 )f �= rad(A)

!�6 -2/L�M���E ���4��8N���
 .��

5� ��7 �UE �1�L� 0� M� & � � ��F�Ba� � A ���]
�� 3 G� �� 
 � �� �� 
� x �= 0 �X�� ����� �����

��9 /limn→∞ xnx = 0 3 (n = 1, 2, . . .) ‖xn‖ = 1 �� ���	�
 �"�
 ����� (xn) ⊆ A ����� �
�0���� #�7�2

8/���7�� $��%& �pS
�_� ���	3� 3 ��
� 4:; �UE �1�L�0�M�& ��2����F�Ba� ���]
����P G���
 ��2���

����F�Ba� A�2 �
�
� A N��EJ�
 �� /�"�
 �
�1� 3 ���]
�� G���
 ���  � A �= 0 5���7 ����� 	
��

/�"�
  ����3@�
 ����� �
��
 �
��� �
 A �7
 �a� 3 �7
 �B�� �UE �1�L�0�M�&

�� 	����� λe +��H�� A �43 �� ��>
� 	��� j"���k h�Q����$� D8-T� ��	3� (�	�� �� A �'� �
����

φ(λ) = φ(1.λ) = λφ(1) = λe � φ(1) = e .��>
� 	��� �1�Q����$� h$ φ : C −→ A �'� O��$!k λ ∈ C (� ��

��83N�1S� h$ x = λe �= 0 �'� O��$!k *1�
 �0H �/$m���
� ��83N�1S� "���� A 7$������ )jλ ∈ C �� "���
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λ = 0 F
 )|λ| = ‖λxn‖ = ‖xxn‖ → 0 � ‖xn‖ = 1 �� *1� xn = λne �� ���
� ��>
� 	��� �0H �/$m���
� 

)j*�� y5�� 7$� �� x = 0 �

	�
�� "�43 "���� A 7$������ )	���
 j"���k h�Q����$� D8-T� ��	3� (�	�� �� A ������ w�Q .F/����

�'� �� ������ (�?
 )∂(σ(x0)) = C \ σ(x0) ∩ σ(x0) �= ∅ �$��� )x0 �= λe .λ ∈ C �� "�!��� �� *�� x0

λ0 ∈ C \ σ(x0) ∩ σ(x0)

��	3� !� "�����
� λn /∈ σ(x0) ������ w�Q )*�� A �� �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ x0 − λ0e ��>
�

������ ���5 )	
�$&
E�/�� A �� x0 − λne �H��3 )	��� ��>:� λ0 �� �� 	��� D8-T�

yn =
(x0 − λne)−1

‖(x0 − λne)−1‖ (n = 1, 2, . . .)

� ‖yn‖ = 1 �$���

‖(x0 − λne)−1‖ ≥ ρ((x0 − λne)−1) = max
f∈M(A)

|f(x0)− λn|−1 ≥ |λn − λ0|−1 →∞

7$������

‖(x0−λ0e)yn‖ ≤ ‖(x0−λne)yn‖+ |λn−λ|‖yn‖ = ‖(x0−λne)−1‖−1.‖e‖+ |λn−λ| → 0 (n→∞)

� )*�� �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ x0 − λ0e �&� �

�� A �'� *S�SI �� )*�� ���5�� ��
 A �0H�
 � ��	/$ �$�K����
 #�
�� "����� "��� G�5 �� �45 �$�%&�

*�� �0H�
 � ��	/$ .�$�K��� .#�
�� "����$! "���� A ��>
� 	���
 j"���k h�Q����$� D8-T� ��	3� (�	��

��83N�1S� "���� .A ��� �K�-���� � ����$! 7$� G�5 �� �45 ����� � *1�
 h�Q����$� D8-T� ��	3� (�	�� �� ��

)*�� �0H �/$m���
� 

��>
� 	��� h�Q����$� D8-T� ��	3� (�	�� �� A �0H�
 � ��	/$ .�$�K��� #�
�� ��� ����$! �� �'� �!�"
#

*1� λ ∈ C �&� � ���� h�Q����$� C �� x, e �� 8����� �	�	��� �� -1� ����$! Ax = [x, e] .0 �= x ∈ A �� "�!���

	 )*�� h�Q����$� C �� A 7$������ )x = λe ��

�$&
E�/�� �0H �/$m���
� ��83N�1S� ��� A ��	/$ � �$�K��� #�
�� ��� h$ �� 	��� *��| � ��!�

)*1�
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� ‖xn‖ = 1 �� *1� (xn) ⊆ A �� ���
� )	��� �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ x ∈ A �$��' �
����

F
 )xx−1 = e ��>
� 	��� �$&
E�/�� x �'� )limn→∞ xnx = 0

lim
n→∞xn = lim

n→∞(xnx)x−1 = 0

� )*�� y5��-� ‖xn‖ = 1 (n = 1, 2, . . .) �� 7$� ��

‖xn‖ ≥ δ > 0 �� (�� �� �� �0H �/$m���
� ��83N�1S� C$�� �� ‖xn‖ = 1 ��� �� 	��� (�?
 � ��!�

)��:
 y$�� 

�
����

lim
n→∞xxn = 0 , ‖xn‖ ≥ δ ⇒

∥∥∥ xn
‖xn‖

∥∥∥ = 1 ,
∥∥∥x xn
‖xn‖

∥∥∥ ≤ ‖xxn‖
δ

→ 0 (n→∞)

�

w�Q !� �� (��� ��	/$ � �$�K��� ��� (�� �� *S�SI�� .jZelazkok ������ *��| �� �$! � �8� �� �45 (����

)��:
 V&I G�5 �� �45

/8��
#�"Q�� ���
 �
�1� t�" �� 3 ���]
�� t�" ��9 �"�
 G���
 ���  � A �= 0 5���7 ����� 	
��

/��
  �����3@�
 ����� �
��
 �
��� �
 A �� ��
 �UE �1�L�0�M�& ����F�Ba� �
�
� A N��EJ�
 ��

�0H�
 � #�
�� �$�K��� "����$! +��H7$� �� )	���
 h�Q�����$� D8-T� ��	3� (�	�� �� A �$��' �
����

j���Ak *1�
 h�Q�����$� D8-T� ��	3� (�	�� �� �� ���� ���� (� !�

�� ��� �� )*�� �$�K��� A �� ��� w�Q (�� �� ��� ���� @\	-�� *�8� �� �88� ��(� (�	� 7$������

C �� A1 (�A )A1 = A ⊕ {λe} ������ ���5 )*1�
 	I�� "���� A �� ��� w�Q (�� �� jc)b)ck �� �45

*1�
 h�Q�����$�

(A1
∼= C ⇒ ∀x ∈ A , ∃λ(x) ;x = λ(x)e ⇒ A = 0 #$��%)

� H� � 3 7 $�� �� � � )* �� � 0 H � / $m� �� 
�  � � 8 3N� 1 S � "���� A1 jc)b)ck �� � 4 5 � �� � � �& �

‖xn‖ + |λn| = 1 , (n = 0, 1, 2, . . .) � � "�� B� � 	 
�� �� � .n = 0, 1, 2, . . . � � λn ∈ C ��	 3� � xn ∈ A

e_



"���� �& � � ��� � ��	 = � (λn) �� �� � 
� )x0 �= 0 � � * �� p ,�� )limn→∞ ‖(x0 + λ0e)(xn + λne)‖ = 0 �

7$������ )λn → λ �� ��� w�Q (�� �� ����
��$! �� ��&' �� )*�� ��>:� "�����
��$!

‖(x0 + λ0e)(xn + λe)‖ = ‖(x0 + λ0e)(xn + λne) + (λ− λn)(x0 + λ0e)‖

≤ ‖(x0 + λ0e)(xn + λne)‖+ |λ− λn| → 0 (n→∞) j_k

)������ x�T? *��I�� )λ0λ = 0 F


"�� n "��� .limn→∞ ‖xn‖ = 1− limn→∞ |λn| = 1 �� ��(� !� +��H7$� �� )λ0 = λ = 0 �7%� �='>

��83N�1S� h$ x0 �&� .limn→∞ ‖x0xn‖ = 0 .j_k �� ��� �� (�A @�I )‖xn‖ ≥ 1
2 �$��� ���� �Q�� �	5��

)*�� A "��� �0H �/$m���
� 

(xn) �� ������ w�Q �	-�� )x0(xn + λe) → 0 .j_k �� ��� �� 7$������ )λ �= 0 � λ0 = 0 �:%; �='>

�� *1� z ∈ A �& � � x0(y + λe) = 0 +��H7$� �� )j*�� � -1 � Ak xn → y(∈ A) ;q o� .	 �� � ��>:�

� u ∈ A F
 )*�� y5�� h$ �� ���� A ��� 	I�� − y
λ �<�3 +��H7$� ��u �� ��$! .u := z(y + λe) �= 0

(xn) �$��' (���� )*�� �0H �/$m���
� ��83 N�1S� P�,�� � �0H ��83N�1S� "���� A 7$������ � .ux0 = 0

�&� � ����
 ���5�� ���� ��� 7$������ )	��� ��'��

∃ δ > 0 ∀k ∃ mk, nk (mk, nk ≥ k , ‖xmk
− xnk

‖ ≥ δ)

(�A @�I

x0(xmk
− xnk

) = x0(xmk
+ λe)− x0(xnk

+ λe) → 0 (k →∞)

)*�� �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ x0 �&�

�� *1� y ∈ A G�5 *��I 	�
�� �� )(x0 + λ0e)xn → 0 �$��� j_k ����� )λ = 0 � λ0 �= 0 �:
� �='>

��83N�1S� "���� A �&� � .‖xn‖ = 1− |λn| → 1− |λ| = 1 � uxn → 0 .u ∈ A F
 )u := (x0 + λ0e)y �= 0

� )*�� �0H �/$m���
� 

�� �� ���	I�� � �$�K��� #�
�� "����� �� �8� �� $���' � BC �� �� �$�K��� #�
�� "����� �� �8� �� $���' �;�;���6

)������ (�?
 BCe

ec



-��" A1 #� 7� 2 5 � �� 7 A � ��� 

 � � n � �� &  � 
� A1 ∈ BCe � �� /A ∈ BCe 5 �� � 7 ����� �����

n���& /A ⊆ A1 5�B����� �0�IJ�
 �� /�"�
 A �
  �����3@�
 �1�L�0�M�& ��	�
 3 e -��" 8��B
9 ������'

/�"�
  �����3@�
 ����3@�
 ��	�
 A �
 ��
@� �����' #�7�2 5���7  ����3@�
 
� A '
 A1

J � 1 & A ⊆ A1 � � �� 

 � 2 �� #� 7� 2 5 � �� 7 � . u
� J � 1 & 
� x ∈ A ∈ BCe � � � ����� �����

/�"�
 8��ZMY�1%���P9

�UE �1�L�0�M�& ����F�Ba� � �7
 �a� 3 �7
 ��
 �.u
� J�1& 0 �= z ∈ A ∈ BCe ��� ����� 	
��

/�"�


�0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ ��
 A ⊆ A1 [��� �� �� A �� �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ �
����

� )*�� �:6�� 7�/ ���$ .*1�
 �$&
E�/�� A1 �� �&� � js�Q 7$�: �����k *��

)	��� �/$m���
� �1�Q����$� h$ ϕ : A −→ ϕ(A) ⊆ A1 �$��' �!�"
#

∃(xn) ⊆ A, ‖xn‖ = 1, xnx→ 0 (n→∞) ⇐ �0H �/$m���
� ��83N�1S� x

‖ϕ(x)‖ ≤ C1‖x‖ , ‖x‖ ≤ C2‖ϕ(x)‖ ⇒ ‖ϕ(xn)‖ ≤ C1‖xn‖ = C1, ϕ(x) �= 0

	 ‖ϕ(xn)ϕ(x)‖ = ‖ϕ(xnx)‖ ≤ C1‖xnx‖ → 0 (n→∞) �

A1 �� z �� �$!���� A ⊆ A1 	�
�� "������ )	���
 �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ z ������ w�Q (����

"��H G/� �� "�H��3 �� �8� ��� Ã = l1(N ∩ {0} → A) �$��' )	��� �$&
E�/��

x̃(t) =
∞∑
n=0

xnt
n (xn ∈ A ; n = 0, 1, 2, . . .)

�� 	��� j(x0, x1, . . .) ∈ AN∩{0} "������
� �� �8�k

‖x̃‖ =
∞∑
n=0

‖xn‖ <∞

e = et0 + 0t1 + . . . 	I�� �� #�
�� ��� h$ ���� ]�, � ����0��� ]�, � [:� �� Ã �� ����� �	$� �-I����

����

(
x̃ỹ = (

∞∑
n=0

xnt
n)(

∞∑
n=0

ynt
n) = (x0, x1, x2, . . .).(y0, y1, y2, . . .)

e`



= (x0y0, x0y1 + x1y0, . . . ,
n∑
k=0

xkyn−k, . . .)

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

xkyn−k)tn
)

"�-���$� �1�Q�����$� 7-Q�' �%
�� �� Ã �

x −→ x̃ = xt0 + 0t1 + . . . (= (x, 0, 0, . . .))

��k )��� ���� @\	-�� *�8� �� �88� ��(� (�	� )δ := inf‖y‖=1 ‖zy‖ > 0 �$��� )*�� A !� ������ h$

7$������ )δ = 1 �� ��� w�Q (�� �� j zδ �� z y$�� 

‖zy‖ ≥ ‖y‖ (y ∈ A) j_k

)�$��'�� �%
�� �� A1 = Ã
I �-:15i��� ��� � I = (e− z.t)Ã ⊆ Ã @��	$�

)[e] = [z][t] P� ,�� � �� > 
� .	 �� � x(t) ∈ Ã �� - �	 : � � > ? $� : 
 [x(t)] = x(t) + I � '�

"�-� A !� "�-���$� h$ x −→ [x] ������ (�?
 )(e = (e, 0, 0, . . .) , z = (z, 0, 0, . . .) , t = (0, 1, 0, . . .))

*�� �$! "�������� !� "��K�-
 98�� 7$� ��� )*�� A1

‖[x]‖ = inf
y(t)∈Ã

‖x+ (e− zt)y(t)‖ ≤ ‖x‖

.j
∞∑
n=0

‖yn‖ <∞ ��$!k yn → 0 ��7$� � j_k �� ��� �� �

‖x− (e− zt)
∞∑
n=0

ynt
n‖ = ‖x− y0 +

∞∑
n=1

(zyn−1 − yn)tn‖ = ‖x− y0‖+
∞∑
n=1

‖zyn−1 − yn‖

≥ ‖x− y0‖+
∞∑
n=1

(‖zyn−1‖ − ‖yn‖)

≥ ‖x− y0‖+
∞∑
n=1

(‖yn−1‖ − ‖yn‖)

= ‖x− y0‖+ ‖y0‖ ≥ ‖x‖

7$������

‖[x]‖ ≥ ‖x‖

)*�� �$&
E�/�� A1 �� z �� *�� A "�-���$� [��� h$ A1 � ���� ���5�� x ∈ A �� "��� ‖[x]‖ = ‖x‖ F


ef



�$&
E�/�� ������ h$ �� 	���
 �/$m���
� �0H ��83N�1S� �� �0H�
 �43 �� �$	$� �� ��B(�:� �$�%&�

)	����� ���5�� �$! �� �45 ��� )���	
 ���� �$�43� 7��A �� "��� ��Q���<=�� [��� �8� *��I �� )*��

N��EJ�
 �� /8��
#�_� Q�� ���
 �
��I
3 �� ���]
��9 �"�
 G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

�UE ����F�Ba� �2 3 #��
  �����3@�
 ����3@�
 ��	�
 Ã '
 ������' �
 A �� ��
 ����� Ã G���
 ���

/��
 Ã �� �UE ����F�Ba�  � A �1�L�0�M�&

N�
��� � ����0��� @�:3� �� A′ )	��� A′ = {x = (xn) ⊆ A : lim supn→∞ ‖xn‖ <∞} �$��' �
����

)j	���:
 �K � - 
 �� x = 0 �q ��� � |‖x|‖ = 0k 	�� ��� #� 
� � "�4 Q ��� h$ |‖x|‖ = lim supn→∞ ‖xn‖

N� 
 � � #� 
� � � � � h $ Ã = A′
N � � �� �� � �	 $� � - I��� � )N = {x ∈ A′ : |‖x|‖ = 0} � � ��� � ��� 5

x −→ (x, x, . . .) +N *��>
 *= A0 = {(x, x, . . .) +N : x ∈ A} ����$! � ���� |‖x+N |‖ := |‖x|‖

.Ã �� ��>
� .x0 �= 0 � ‖xn‖ = 1 .x0xn → 0 A �� �'� @�I )	����� h�Q�����$� "�-���$� ��B �� A � �

� (xn) +N �= 0 .(x0) +N �= 0

((x0) +N)((xn) +N) = (x0xn) +N = 0

��83N�1S� h$ (x0) +N ∈ A0 7$������ )|‖(x0xn) +N |‖ = |‖(x0xn)|‖ = lim supn→∞ ‖x0xn‖ = 0 ��$!

� )	����� Ã �� �0H

O	��� (�?
 .	��� lx(y) = xy �����, �� lx : A −→ A � 0 �= x ∈ A .A ∈ BCe �$��' � ��!�

)	��� �$&
E�/�� x �'� DSQ � �'� *�� ��� � h$ �� h$ lx �>8:3 O(i)

)	��� �0H ��83N�1S� h$ x �'� DSQ � �'� *1�
 h$ �� h$ lx �>8:3 O(ii)

�$&
E�/�� A �� x �'� DSQ � �'� *�� A C��T� ��� �-1� A �� �x(A) � h$ �� h$ lx �>8:3 O(iii)

)	���
 ��
 �0H ��83N�1S� � ����


)*�� �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ x ��>
� 	���
 �-1� lx(A) �'� O(iv)

)xA �= xĀ �'� DSQ � �'� *�� �0H �/$m���
� ��83N�1S� h$ x ��>
� 	���
 �0H ��83N�1S� x �'� O(v)

eb
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 ���
�� ���� �� ������ �����

O���5 B!
 
��

�
��B
 �= ��.]� ��' '
 ��
 N���� A '�� <�.�B��� �= ��.]�  � /0 �= A ∈ BCe 5���7 ����� �����

x ∈ A �2 �
'
 �
 �1���R
 F ⊆ M(A) �����

max
f∈M

|x̂(f)| = max
f∈F

|x̂(f)|

'��  � 
� '�� <�.�B��� <�.���� ����.]� �2 8/�"�
�� maxf∈M |x̂(f)| = ||x̂||∞ = ρ(x) 5��
���9

/����7�� A o���"

[��.� Γ(A) �
 
� �� �� ��
 ��U
 �XV�� 3 ����� A o���" '�� 40 �= A ∈ BCe �7
 ����� 	
��

/5�2���

�� F �� ≤ �� ���� )M ∈ F �= φ �$��� )	��� A !�� @�:�1��� "���3�:K� "��8� "�$���' F �$��' �
����

�����,

F1 ≤ F2 ⇐⇒ F1 ⊇ F2 (F1, F2 ∈ F)

�$��� ����-� [�S� *�H�� �� ��� )	��� F �� "��K
! Fα �$��' )*�� F �� �$�� 9� � "����� h$

"�3�:K� .x ∈ A �� "�!� �� [5�� �� )F ∈ F �� ������ (�?
 F :=
⋂
α Fα �= φ

ee



Sx = {f ∈ M : |x̂(f)| = ρ(x)}

)F ∈ F �K�-
 �� � F ∩ Sx �= φ ����-� [�S� *�H�� �� ��� 7$������ )Fα ∩ Sx �= φ .α �� "��� � ���� ���?Q

)*�� @�:���� �43 "���� (F,⊆) @���� ���� �$ @�:�1��� �43 "���� (F,≤) (�! �� �� ��� (����

��k V� 8 � � !� � �� Γ2 � Γ1 	 � � � w� Q )���� �� �� @� : � � � � � 4 3 h $ �q S � 5� � � � � ��� � (� ? 
 (� � ��

(� �� � � U = {f ∈ M : |x̂i(f)| < ε (1 ≤ i ≤ n)} � f1 ∈ Γ1 � $� � ' )	 � �� � jF �� @� : � 1 �� � � 4 3

)	��� f1 ���T�� �$���� �>$�1:� h$ (1 ≤ i ≤ n) f1(xi) = 0 � x1, · · · , xn ∈ A

�!�"
#

{
f ∈M : |x̂i(f)− x̂i(f1)| < ε (1 ≤ i ≤ n)

}
= {f ∈M : |ŷi(f)| < ε (1 ≤ i ≤ n)}

�$��� )yi = xi − f1(xi)e (� �� ��

f1(yi) = f1(xi)− f1(xi) f1(e)︸ ︷︷ ︸
1

= 0

�

|x̂i(f)− x̂i(f1)| < ε⇐⇒ |f(xi)− f1(xi)| < ε ⇐⇒ |f(xi − f1(xi)e| < ε⇐⇒ |f(yi)| < ε

	

�� *1� y ∈ A �K�-
 �� � *1�
 !�� @�:�1��� "�3�:K� Γ1 \ U .Γ1 (��� @�:���� �� ��� .Γ1\U � Γ1 (�A

max
f∈Γ1\U

|ŷ(f)| < ρ(y)

�Q�� �	S� m (� �� �� ym �� y y$�� �� 7��^:� )ρ(y) = 1 �� ��� w�Q (�� �� y
ρ(y) �� y y$�� ��

�� ��� w�Q (�� �� *�� ����

|x̂i(f)ŷ(f)| < ε (1 ≤ i ≤ n ; f ∈ Γ1\U)

� ρ(y) = 1 7$������

max
f∈M

|x̂i(f)ŷ(f)| = max
f∈Γ1

|x̂i(f)ŷ(f)| < ε (1 ≤ i ≤ n)

ed



G�5 "��1��
 �� ��� 7$������ � .|ŷ(f2)| = ρ(y) = 1 �� *1� f2 ∈ Γ2 .*�� !�� @�:�1��� Γ2 (�A

|x̂i(f2)| = |x̂i(f2)||ŷ(f2)| = |x̂i(f2)ŷ(f2)| < ε

�K�-
 �� )f1 ∈ Γ2 = Γ2 �&� ��� f1 "��� ���T�� �$���� �>$�1:� h$ U (�A )f2 ∈ U ∩ Γ2 �= φ F


� )Γ1 = Γ2 *��� ������ Γ2 (��� @�:���� �� ��� �� �� Γ1 ⊆ Γ2

�2 �
� 
 �7
 �S � & 3 �7
 f1 ∈ Γ(A) N��E J�
 �� /f1 ∈ M(A) 3 0 �= A ∈ BCe 5�� � 7 ����� 	
��

�� �"�
 y ∈ A ��� 4f1 '
 U �C��B.2

sup
f∈M\U

|ŷ(f)| < sup
f∈U

|ŷ(f)| j_k

�$��' )���� *��| f1 �$���� "���>$�1:� "��� �� j_k *�� �Q�� )f1 ∈ Γ(A) �$��' �
����

U1 = {f ∈M : |x̂i(f)| < ε (1 ≤ i ≤ n)}

�� �45 +��|� � � ��� � � )	��� f1 "��� ���T�� �$���� �>$�1:� h$ f1(xi) = 0 (1 ≤ i ≤ n) (� �� ��

� maxf∈Γ(A)\U |ŷ(f)| < 1 .ρ(y) = 1 �� *1� y ∈ A .jc)_)`k

max
f∈M(A)

|ŷ(f)x̂i(f)| < ε (1 ≤ i ≤ n) jck

F


1 = ρ(y) = max
f∈Γ(A)

|ŷ(f)| = max
f∈Γ(A)∩U

|ŷ(f)| ≤ sup
f∈U

|ŷ(f)| ≤ sup
f∈M

|ŷ(f)| = ρ(y) = 1

f ∈M(A) �� "�!� �� �� �K
� !� ��$! .maxf∈M(A)\U |ŷ(f)| < 1 ��t� )supf∈U |ŷ(f)| = 1 �&� �

|ŷ(f)| = 1
&'(
=⇒ |x̂i(f)| < ε (1 ≤ i ≤ n) =⇒ f ∈ U

�$���

f �∈ U =⇒ |ŷ(f)| < 1

ea



)Γ(A) ∩ U �= φ �$��� .f1 !� U �>$�1:� �� "�!� � � �& � )	�� � s�Q *�H�� "���� f1 �$��' .F/��� �

)f1 ∈ Γ(A) = Γ(A) 7$������

��>
� Γ(A) ∩ U = φ �'� �!�"
#

Γ(A) = (Γ(A) \ U) ∪ (Γ(A) ∩ U) = Γ(A)\U

F


ρ(y) = sup
f∈Γ(A)

|ŷ(f)| = sup
f∈Γ(A)\U

|ŷ(f)| ≤ sup
f∈M\U

|ŷ(f)| < sup
f∈U

|ŷ(f)| ≤ ρ(y)

	 )*�� y5�� h$ 7$� �� ρ(y) < ρ(y) �&�

�

5��
� #�C�� x ∈ A ∈ BCe �7
 ����� 	
��

∂[σ(x)] ⊆ x̂(Γ)

.λ0 �∈ x̂(Γ) �'� 7$������ )*�� C !� "����?Q "�3�:K� �$! x̂(Γ) *�� ���?Q Γ � �-���
 x̂ (�A �
����

�� *1� "� δ > 0

min
f∈Γ

|x̂(f)− λ0| > δ

�� *1� λ1 �∈ σ(x) ��>
� jC8� w�Qk λ0 ∈ ∂[σ(x)] ����� �-��� �'�

|λ0 − λ1| < δ

2

�$��� f ∈ Γ �� "�!� �� (����

|x̂(f)− λ1| ≥ |x̂(f)− λ0| − |λ0 − λ1| > δ − δ

2
=
δ

2

�$��� .u = (x− λ1e)−1 �'� 7$������

ρ(u) = max
f∈Γ

∣∣∣∣ 1
x̂(f)− λ1

∣∣∣∣ =
(

min
f∈Γ

|x̂(f)− λ1|
)−1

<
2
δ

eg



7$������ � .x̂(f0) = λ0 �� *1� f0 ∈ M(A) .λ0 ∈ σ(x) �� �$�K
� !� ��t�

ρ(u) ≥ |û(f0)| = |(x̂(f0)− λ1)−1| = |λ0 − λ1|−1 >
2
δ

� )	���� *��| �� �/I y5�� 7$� ��

f ∈ Γ(A) �2 �
'
 �
 3 x, y ∈ A 4A ∈ BCe 5���7 ����� 	
��

|x̂(f)− ŷ(f)| < |x̂(f)| j_k

/�"�
 ��U�� y �7
 �S�& 3 �7
 ��
 ��U�� x #�C��

�� *1� n > 1 ����B �	3 j_k "��1��
 � Γ = Γ(A) (��� ���?Q �� ��� �� �
����

n ·min
f∈Γ

(|x̂(f)| − |x̂(f)− ŷ(f)|) > ρ(x − y) jck

����-� "����
� (����

nx, (n− 1)x+ y, (n− 2)x+ 2y, · · · , (n− k)x+ ky, · · · , ny

�	3 )*1�
 � $& 
 E�/�� ��� "�8:� � $ @�t� "�8:� 	��� 
 ��� 5� � s�Q �/I �'� )� $� �'�� �%
 �� ��

E�/�� (� 	�� "�8:� �$ G�5 "�8:� ��� ���� �$&
 E�/�� (n − k)x + ky �� *1� 0 ≤ k ≤ n ����B

� $��� )u = [(n − k)x + ky]−1 � � ��� � ��� 5 )* �� v 8 � - � f0 ∈ M h $ "� - 1 � � � �& � � * 1 � 
 � $& 


�&� � maxΓ |û(f)| = maxM |û(f)|

min
Γ
|û(f)−1| = min

M
|û(f)−1|

�$��� jck �� ��� �� 7$������

ρ(x− y) < n ·min
Γ

(|x̂(f)| − |x̂(f)− ŷ(f)|)

≤ min
Γ

(n|x̂(f)| − k|x̂(f)− ŷ(f)|)

≤ min
Γ
|nx̂(f)− k[x̂(f)− ŷ(f)]|

= min
M
|nx̂(f)− k[x̂(f)− ŷ(f)]|

≤ |nx̂(f0)− k[x̂(f0)− ŷ(f0)]|

dn



�$��� ���� ���5 f0 "�-1� �� (n− k ± 1)x+ (k ∓ 1)y �� �K
� !�

ρ(x− y) < |nx̂(f0)− k[x̂(f0)− ŷ(f0)]|

= |nx̂(f0)− k[x̂(f0)− ŷ(f0)]− [(n− k ± 1)x̂(f0) + (k ∓ 1)ŷ(f0)]|

= |x̂(f0)− ŷ(f0)| ≤ ρ(x − y)

� )*�� y5�� h$ 7$� �� ρ(x− y) < ρ(x− y) �&� �

-
�> f ∈ Γ(A0) N��E J�
 �� /�"�
 e -��" �
��B
 �����' A0 �= 0 3 A ∈ BCe 5���7 ����� 	
��

/��
 A�
 �
�, l�R* %
�&  � �
 n���&

�� �� �� x �� je G��� � �-1�k "��� �$! �� ρ(x) = limn→∞ ||xn|| 1n (�A )x ∈ A0 ⊆ A �$��' �
����

�$��� .���	
 �>-1� ����

ρ(x) = max
f∈Γ(A0)

|x̂(f)| = max
f∈M(A)

|x̂(f)|

A !� ��� @��	$� ��� �� M0 = Ker f0 7$������ )	���
 M(A) !� "�43 �� [��� G��5 f0 ∈ Γ(A0) �$��'

)���	
 ���5

�!�"
#

f0 ←→M0 ⊆M ←→ f ; x ∈ A0 =⇒ x− f0(x)e ∈M0

=⇒ x− f0(e)x ∈M =⇒ f(x) = f0(x)

	

7$������

A =
{ n∑
i=1

xizi : n ∈ N, xi ∈ A, zi ∈M0 (i = 1, 2, · · · , n)
}

*�8� �� �88� �/
� (�	� )zi ∈ M0 � xi ∈ A (1 ≤ i ≤ n)(� �� �� e = x1z1 + · · · + xnzn x�;�

�$��' )j������ y$�� ρ(xi)zi �� �� zi � xi

ρ(xi)
�� �� xi k ρ(xi) ≤ 1 �� ��� w�Q (�� �� ��� ���� @\	-��

�>$�1:� )μ > max{ρ(z1), · · · , ρ(zn)}

U =
{
f ∈M(A0) : |x̂i(f)| < 1

2nμ
(i = 1, · · · , n)

}

d_



!� �/$ � � ���  � � )� $� � '�� �% 
 �� �� M(A0) �� f0 !� x̂i(f0) = 0 (1 ≤ i ≤ n) �� �� M(A0) �� f0 !�

�� *1� y ∈ A0 �43 .f0 ∈ Γ(A0) (�A .G�5 "�$�45

sup
f∈M(A0)\U

|ŷ(f)| < sup
f∈U

|ŷ(f)|

� � �� � w� Q (��  � � 	 �� � ��� � � Q� � �	 S � m � � ym � � y y $� �  � � F L � � y
ρ(y) � � y y $� �  � �

�$��� 7$������ )supf∈M(A0)\U |ŷ(f)| < 1
2nμ � supf∈U |ŷ(f)| = 1

1 = ρ(y) = ρ(ye) = ρ(y
n∑
i=1

xizi) ≤
n∑
i=1

ρ(yxi)ρ(zi)

≤ μ

n∑
i=1

ρ(yxi) = μΣni=1 max
f∈Γ(A0)

|x̂i(f)ŷ(f)| j_k

��t�

|x̂i(f)ŷ(f)| ≤ 1
2nμ

(f ∈ U)

�

|x̂i(f)ŷ(f)| ≤ ρ(xi)|ŷ(f)| ≤ 1
2nμ

.j_k �� ��� �&� �

1 ≤ μ

n∑
i=1

1
2nμ

=
1
2

� )*�� y5�� h$ 7$� ��

N���� ��"�� #�
� [��.� Cor(A) �
 �� A ��� Cortex$��%& �
 ��
 /A ∈ BCe 5���7 ����� �����

/��"�
�� �
�, l�R* %
�&  � �
 n���& -
�> A ��� �

 �2 �� �� f ∈ M(A) �E��� ����� '
 ��


��>
� j*�� A1 	I�� G��� ϕ(A)k 	��� �/$m���
� �1�Q�����$� h$ ϕ : A −→ ϕ(A) ⊆ A1 �'� �!�"
#

M(ϕ(A1)) =
{
f ◦ ϕ−1 : f ∈M(A)

}
�

Γ(ϕ(A)) =
{
f ◦ ϕ−1 ; f ∈ Γ(A)

}
ϕ(A) @�:�1��� "��@��	$� "��8� "�3�:K� =

{
ϕ(M)O *�� A @�:�1��� @��	$� h$ M}

Ker(f ◦ ϕ−1) =
{
ϕ(x) : f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ(x) = 0

}
= {ϕ(x) : f(x) = 0} = ϕ(Ker f)

dc



@��	$� h$ �� ϕ(M) �� *�� A !� M @�:�1��� "��@��	$� "��8� "�3�:K� Cortex(A) �>$� +���3 ��

*��>
 ��;�� )	��� [5�� A1 @�:�1���
M(A) −→ M(ϕ(A))

f −→ f ◦ ϕ−1

M(ϕ(A)) � ��� ? Q M(A) (� A � .* �� p ,�� (� (�� � �� � � h $ � � h $ �� $! * �� � 1 � Q�� �� : � h $

��� )��� *��| (� (��� �-���
 *�� �Q�� *�� V��	���

fα −→ f(M(A) ��) =⇒ ∀ x ∈ A ; fα(x) −→ f(x)

=⇒ ∀ x ∈ A ; fα ◦ ϕ−1(ϕ(x)) −→ f ◦ ϕ−1(ϕ(x))

=⇒ fα ◦ ϕ−1 −→ f ◦ ϕ−1 (M(ϕ(A)) ��)

'
 #��_� ����.]� ��'  � Cor(A) 3 Γ(A) ⊆ Cor(A) N��E J�
 �� /A ∈ BCe 5���7 ����� 	
��

/��
M(A)

)	$��� *�� �� je)_)`k "��45 !� Γ(A) ⊆ Cor(A) "����� �
����

ϕB *��>
 P�,� �� )	��� f → f |A "����, �� ϕB : M(B) → M(A) � A !� ����T�� [��� B �$��'

)*�� �-���


�!�"
#
fα −→ f(M(B) ��) → ∀ x ∈ B ; fα(x) −→ f(x)

=⇒ ∀ x ∈ A ; fα|A(x) −→ f |A(x)

=⇒ ϕB(fα) −→ ϕB(f)

	

(�A @�I )*�� M(A) !� "����?Q "�3�:K� �$! ϕB(M(B)) 7$������

Cor(A) =
⋂
B

ϕB(M(B))

)	����� ���?Q Cor(A) .*�� A ��� ��� h$ B (� �� ��

�
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-�1_& F
=� & �1�L�0� M� & �UE ��2����F�Ba� '
 A ∈ BCe '
 S ����.]� ��' 5���7 "���� �����

4S '
 {x1, · · · , xn} �2���� ����.]� ��' �2 �
�
 #�7�2 ��
#�"

inf
z ∈ A
‖z‖ = 1

n∑
i=1

||zxi|| = 0

3 ||zk|| = 1 �� �"�
 (zk) ⊆ A ��0���� ��%�

lim
k→∞

n∑
i=1

||zkxi|| = 0

G�/? N��� �/$m���
� �0H "����83 N�1S� !� A ∈ BCe !� M @�:�1��� @��	$� �'� �� 	��� (�?
 �.���#

)M ∈ Cor(A) ��>
� 	��� �	�

)*�� ���5�� �$! E	I s�Q 7$�: �� ��� ��

"����83 N�1S� !� M �'� �M� � �'� M ∈ Cor(A) +��H 7$� �� )M ∈ M(A) � A ∈ BCe �$��' �	)>

)	��� �	� G�/? N��� �/$m���
� �0H

)	��$�� +�t5 �$! "��45 �� ��� �� s�Q E	I

� UE �� 2� � � � F� B a � '
 M #� C �� M ∈ Γ(A) 3 A ∈ BCe � 7
 8�� �'T' �� �� >9 �#���� 	
��

/��
 #�" -�1_& F
=�& �1�L�0�M�&

N%P�E ��� & ��� ,��
 �, �!�Q�( RM��
 ���

���]
�� ��� � �' N��E J�
 �� �"� 
 x ∈ A 3 8�
�I
3 G� �� 
 � ��  �9 A ∈ Be 5���7 ����� 	
��

5��
� 3 ��
 8G���
9 ��B
 A0 #3H%
 /�"�
�� e 3 x -��" �� ��
 ����� A '
 A0 <�.�B���

σA0(x) = σA(x)

zelazko �
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F = {B : 	����� e � x G��� A !� �$�K��� ��� �$! h$ B} �$��' �
����

���$ .e � x "�8��� �� �	� 	��� ��� �$! �� *�� p,��

[x, e] :=
{ n∑
k=0

αkx
k ; n ∈ N, α1, · · · , αn ∈ C

}
B0 P�,� �� )B0 =

⋃
αBα ������ ���5 )	��� F �� "��K
! (Bα) �$��' )F �= φ �&� � ���� F �� v8�-�

�43 "���� F (�! �� �� ��� F
 )	����� (Bα) "��� \�� 	�� h$ �&� ���� e � x G��� �$�K��� ��� �$! h$

�� ��� �� .A0 ⊆ A0 � �$�K��� ��� �$! h$ ��
 A0 (�A )*�� A0 	�
�� j��0� �<=�� �q���� �
k ���:�1���

)σA(x) ⊆ σA0(x) �� *�� p,�� )*�� �-1� A0 �K�-
 �� � A0 = A0 �$��� A0 (��� @�:�1���

�$��� )	��� ���T�� z ∈ A0 �'� )*�� y 	�
�� ���/�� "���� A �� λe− x F
 )λ �∈ σA(x) �$��' OF/����

(λe− x)z = z(λe− x)

��� A1 �'� @�I )����� �K��� A0 �43 �� �� y ���$ �zy = yz �$ y(λe− x)zy = yz(λe− x)y 7$������

D8-T� 9$��, �� A0 ∪ {y} �H��3 !� ��"��8:�	�A "��8� "�3�:K� ���$ .y � A0 "�8��� �� �	� 	��� 

���$ .y ∈ A0 �&� � A0 = A1 *��� ������ A0 (��� @�:�1��� �� ��� �� �� .A0 ⊆ A1 ∈ F ��>
� 	���

� )σA(x) = σA0(x) F
 )σA0(x) ⊆ σA(x) �&� � λ �∈ σA0(x) F
 )*�� �$&
E�/�� A0 �� λe− x

#�C�� 4x ∈ A0 3 #��
 e -��" �� A ∈ BCe '
 �
��B
 ��� ��' A0 �7
 ����� 	
��

σA(x) ⊆ σA0(x) j_k

�03

∂σA0(x) ⊆ ∂σA(x) jck

x−λ0e .jc)b)ck �� �45 +��|� �� ��� �� )λ0 ∈ ∂σA0(x) �$��' jck +��|� "��� )*�� p,�� j_k �
����

�&� � *1�
 �$&
E�/�� A �� x − λ0e F
 )*�� A �� �K�-���� � A0 �� �/$m���
� �0H ��83 N�1S� h$

�� �K
� !� @�I )∂σA0(x) ⊆ σA(x) F
 )λ0 ∈ σA(x)

C \ σA0(x) ⊆ C \ σA(x)
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�$���

∂σA0(x) = σA0(x) ∩ C \ σA0(x) ⊆ σA(x) ∩ C \ σA(x) = ∂σA(x)

� )*�� ���5�� jck�

*��I �� ��$! *�� ���5�� ��
 j	I�� (�	� � �$�K��� ��uk ���T�� #�
�� "����� "��� s�Q "��45 �/�01#

)*�� ����� j�-1�k x � e "��I @�:�1��� �$�K��� ��� �$! �� x C�B �� ��� �� x C�B .A (��� ���	I��

A !� @�:�1��� �$�K��� ��� �$! A′ � .e � x "��I A0 !� @�:�1��� �$�K��� ��� �$! A′
0 �$��' �!�"
#

+��H 7$� �� )	��� A′
0 "��I

∂σA0(x) = ∂σA′
0
(x) ⊆ ∂σA′(x) = ∂σA(x)

σA0(x) 3 x ∈ A0 �7
 <�I /�"� 
 e �3�I A '
 �
� �B 
 � �� � �' A0 3 A ∈ BCe 5�� � 7 ����� 	�
��

/σA0(x) = σA(x) #�C�� �"��� ��3�� ��Ra� �
�
�

�
����

σA0(x) = ∂σA0(x) ⊆ ∂σA(x) ⊆ σA(x) ⊆ σA0(x)

�

�= VUE σA(x) �7
 <�I /�"�
 e 3 x -��" A '
 ��B
 ��� ��' A0 3 x ∈ A ∈ BCe 5���7 ����� 	�
��

/σA(x) = σA0(x) #�C��8�"�
 ���.2 C \ σA(x)9 ��1� ���.2�� 
� C �����

���-�� �� C \ σA0(x) �� v8�-� λ1 	�
�� "���S
 )jC8� w�Qkλ0 ∈ σA0(x) \ σA(x) �$��' �
����

G5�	I E�5 7$� 7$������ )	���� GH� λ1 �� �� λ0 �� *1� C \ σA(x) �� @�:?� � �-���
 ���5 )������

h$ 7$� �� 	���� [�5 �� ∂σA(x) ��S
 h$ �� jc)c)`k "��45 �� ��� �K�-���� � σA0(x) !�� ��S
 h$ ��

)*�� y5�� 

�!�"
#∃γ : [0, 1]
����
�−→ C \ σA(x); γ(0) = λ0 , γ(1) = λ1

������ ���5

t0 = sup {t ∈ [0, 1] : γ(t) ∈ σA0(x)} = max {t ∈ [0, 1] : γ(t) ∈ σA0(x)}
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	 )*�� σA0(x) "!�� "��S
 h$ γ(t0) 7$������ )t0 < t ≤ 1 �� "��� γ(t) �∈ σA0(x) � t0 < 1 �$���

*�� �� �/I σA(x) ⊆ σA0(x) �M$	� "����� �� ��� �� �� σA0(x) ⊆ σA(x) �� 	���� (�?
 y5�� 7$�

� )	$���

��9 ��1� ���.2�� 
� C ��VUE 3 #���� ��3�� ��Ra� �
�
� σA(x) 3 x ∈ A ∈ BCe �7
 ����� 	�
��

3 e 3 x -��" ���B
 ��� ��' �2 �� x$�	 σA(x) #�C�� 8���C
 �
�> �a�aI ��V� �
 σA(x) �7
 (�* �0�I

/�"�
�� A '
 ��� �

 �2 J��K.2

�$��� )eB ∈ ϕ(A) � �/$m���
� �1�Q�����$� h$ ϕ : A −→ ϕ(A) ⊆ B � .A ��� ��� h$ B �$��' �!�"
#

��$! σA(x) = σϕ(A)(ϕ(x))

λ �∈ σA(x) ⇐⇒ λeA − x ∈ G(A) ⇐⇒ λeB − ϕ(x) ∈ G(ϕ(A)) ⇐⇒ λ �∈ σϕ(A)(ϕ(x))

�&� 	����� �M (��� "���� σϕ(A)(ϕ(x)) � ���� eB � ϕ(x) G��� B !� "��-1� ��� �$! ϕ(A) (�A @�I

σA(x) = σϕ(A)(ϕ(x)) = σB(ϕ(x))

	

�� .*�� ���5�� ��
 j	I�� (�	� �$ �$�K��� ��uk #�
�� ��� "��� jc)c)` "��45 	�
�:�k s�Q R$�-
 �/�01#

)	��� ��� 	I�� (�:� ��� �$! �� �� 	I�� ��>
� 	��� ����� ��� 	I�� �'� �� �B��

)	��� e � x G��� A !� "��-1� ��� �$! A0 	��� w�Q )	��� ���	I�� A �$��' �	-�� �!�"
#

A′
0
↓

�������� �	�
��� 
��
	�

e � x ���� Ao

≤ A′
↓

�������� �	�
��� 
��
	�

A′
o ���� A

=⇒ σA0(x) = σA′
0
(x) =

������� �	 �������
σA′(x) = σA(x)

)	��� A ��� ��� h$ B �$��' (����

∃ ϕ : A
���������	�−→
��	 �!�"�#

ϕ(A) ⊆ B, eB ∈ ϕ(A)

���� *:15 �� ���

σA(x) = σϕ(A)(ϕ(x)) =
������� � �������

σB(ϕ(x))
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)	��� x G��� A !� "��-1� ��� �$! A0 �$��' )	���
 ���	I�� A �$��' N�K
���

A0 ⊕ {λe} ≤
���� ��)���

A⊕ {λe}

σA0(x) = σA0⊕{λe}(x, 0) =
$!�� %��&�

'(�� ��()���

σA+{λe}(x, 0) = σA(x)

	��� A ��� ��� h$ B �$��' (����

∃ ϕ : A
���������	�−→
��	 �!�"�#

ϕ(A) ⊆ B

A⊕ {λe1} ψ−→ ψ(A⊕ {λe1}) = ϕ(A)⊕ {λe2} ⊆ B ⊕ {λe2}

x+ λe1 = (x, λ)
���������	�−→
��	 �!�"�#

(ϕ(x), λ) = ϕ(x) + λe2

σA(x) = σA⊕{λe1}(x, 0) = σϕ(A)⊕{λe2}(ϕ(x), 0) =
������� � �������

σB⊕{λe2}(ϕ(x), 0) = σB(ϕ(x))

	

#�C�� 4x, y ∈ A 3 G���
 ���  � A �7
 ����� 	
��

σ(xy) ∪ {0} = σ(yx) ∪ {0}

)λ �∈ σ(yx)∪{0} ������ (�?
 � λ �∈ σ(xy)∪{0} �$��' )�$��>� �%
 �� ���	I�� �� A *�� �Q�� �
����

)λ = −1 �� ��� w�Q (�� �� (−λ−1x) �� x y$�� ��

�!�"
#
λ �∈ σ(xy) ∪ {0} =⇒ λ �= 0, λe− xy ∈ G(A)

=⇒ λ �= 0, (−1)e− (−λ−1x)y ∈ G(A)

=⇒ λ �= 0, −1 �∈ σ((−λ−1x)y)

=⇒ λ �= 0, −1 �∈ σ(y(−λ−1x))

=⇒ λ �= 0, (−1)e− (y(−λ−1x)) ∈ G(A)

=⇒ λ �= 0, λe− yx ∈ G(A)

=⇒ λ �∈ σ(yx) ∪ {0}

da



	

�$��� (���� )e+ xy ∈ G(A) 7$������

(e+ yx)−1 = e− y(e+ xy)−1x

�!�"
#[e− y(e+ xy)−1x](e+ yx) = e+ yx− y(e+ xy)−1x− y(e+ xy)−1xyx

= e+ yx− y(e+ xy)−1(e+ xy)x = e

�$��� ���?� v$�B ��

(e+ yx)[e− y(e+ xy)−1x] = e

	

�� �$��� *��| 7$������ � −1 �∈ σ(yx) ∪ {0} �&� �

σ(yx) ∪ {0} ⊆ σ(xy) ∪ {0}

� )*�� *��| �/I � ���� ���5�� ��
 F/3 "��-I� "����� y � x �� *�1
 ����� (��� (��S-� �� ��� ��

#�C�� 4x1, · · · , xn ∈ A 3 A ∈ BCe �7
 ����� 	
��

σA(x1, · · · , xn) =
{

(λ1, · · · , λn) ∈ Cn : ∀ y1, · · · , yn ∈ A,
n∑
i=1

yi(xi − λie) �∈ G(A)
}

j_k

�� *1� f ∈M(A) F
 )(λ1, · · · , λn) ∈ σA(x1, · · · , xn) �$��' �
����

(λ1, · · · , λn) = (f(x1), · · · , f(xn))

.y1, · · · , yn �� "�!� �� 7$������

f
( n∑
i=1

yi(xi − λie)
)

=
n∑
i=1

f(yi)[f(xi)− λi] = 0

!� "� 4 3 (λ1, · · · , λn) � $� � ' ⊇ +� � |� "�� � )* �� ��� 5� � ⊆ � � � $ �∑n
i=1 yi(xi − λie) /∈ G(A) �& � �

+��H 7$� �� )	��� j_k *��� *:� "�3�:K�

I =
{ n∑
i=1

yi(xi − λie) ; y1, · · · , yn ∈ A
}

dg



)���� ���5 M0 	�
�� @�:�1��� @��	$� h$ �� �&� � *�� �$&
 E�/�� �43 (�	� � A !� ����	$�

�$��� )	��� f0 ∈M(A) "�-1� M0 �$��'

0 = f0

( n∑
i=1

yi(xi − λie)
)

=
n∑
i=1

f0(yi)[f0(xi)− λi] (y1, · · · , yn ∈ A)

�&� � λj = f0(xj) �$��� .yi = δije (1 ≤ i ≤ n) ���-�� �� 1 ≤ j ≤ n �� "�!� �� 7$������

(λ1, · · · , λn) = (f0(x1), · · · , f0(xn)) ∈ σA(x1, · · · , xn)

� )*�� ���5�� j_k 7$������

� '� [ 5�� �� )* �� A #� 
� � � � � �� � H� � 3 !� "�� - �� N���  C � B K ⊆ Cn ��� ? Q "� 3� : K � � � �/�01 #

� A = C(K)

xi(λ) = λi (λ = (λ1, · · · , λn) ∈ K)

�� M(A) = {fλ : λ ∈ K} [5�� ��k M(A) = K �-�&' 9���� �� ��� ��>
� .	���� K "�� "��0���� [��� 

� j	����� fλ(x) = x(λ) (x ∈ C(K)) (� ��

σA(x1, · · · , xn) =
{

(x̂1(

fλ

↑
λ ), · · · , x̂n(λ)) : λ ∈ K

}
= {(x1(λ), · · · , , xn(λ)) : λ ∈ K}

= {(λ1, · · · , λn) : λ = (λ1, · · · , λn) ∈ K} = K

�� )	
���:
 	��� x1, · · · , xn "��0��� � [��� "�8���� A = C(K) ��>
� int K �= φ �'� �� *�� ��r G��5

�� �-���
k � K (��� �� j�8�8= k h�Q������� [��� "��8� !� xn, · · · , x1 "�8��� �� �	� 	��� ��� *S�SI

)����� G�/? jK

N���� K �
��.���; +�V� oHP /�"�
 Cn '
 �S&�� 3 #��_� �
���.]� ��' K 5���7 ����� �����

'
 ��


P (K) =
⋂
W

{
λ ∈ Cn : |W (λ)| ≤ max

μ∈K
|W (μ)|

}
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/��"�� ����7 W ����� ��S�
��.� ��; ����� �3� nRa� �� �� ��

�� �]�� '
 /��
 #��_� P (K) 3 K ⊆ P (K) �� ��
 ^,
3

{
λ ∈ Cn : |W (λ)| = 0

}
=

∞⋂
K=1

{
λ ∈ Cn : |W (λ) +

1
k
| ≤ 1

k

}
�"�� �
�&��

P (K) =
⋂

maxμ∈K |W (μ)|>0

{
λ ∈ Cn : |W (λ)| ≤ max

μ∈K
|W (μ)|

}

=
⋂

maxμ∈K |W (μ)|>0

{
λ ∈ Cn :

∣∣∣∣ W

(maxμ∈K |W (μ)|) (λ)
∣∣∣∣ ≤ 1

}
=

⋂
maxμ∈K |W (μ)|=1

{
λ ∈ Cn : |W (λ)| ≤ 1

}

/K = P (K) #�7�2 5���7 � �
��.���; +�V� 
� K ⊆ Cn #��_� ����.]� ��' "���� �����

+�V� σA(x1, · · · , xn) #�C�� 4��" ��0�& xn, · · · , x1 �E��� �����3 �
 A ∈ BCe �7
 �#���� 	
��

 � �� �2�0�� '
 �
���� F
=�& $�	 Cn '
 �
��.���; +�V� ����.]� ��' �2 v1%0�
 /��
 �
��.���;

/��
 G���
 ���

σ(x1, · · · , xn) = M(A) � $��� ja)`)ck �� � 4 5 � � � ��  � � �� > 
� .A = [x1, · · · , xn] � '� �
� �� �

� $� � ' )j* �� σ(x1, · · · , xn) "� � � M(A) !� � 1 � Q�� �� : � h $ f −→ (f(x1), · · · , f(xn)) .[ 5�� ��k

� $��� W D 8- T� ��� � � - � n "�� 8: �	� A �� "�!� � � )λ0 = (λ1, · · · , λn) ∈ P (K) � K = σ(x1, · · · , xn)

(��� ���5 �� �� .|W (λ0)| ≤ maxμ∈K |W (μ)|

f0(yW ) = W (λ0), yW = W (x1, · · · , xn)

�� �K
� !� � ���� �� yW "��8� !� G/?-� ��� �$! "�� ���, W ��� h��� h$ f0

|f0(yW )| = |W (λ0)| ≤ max
μ∈K

|W (μ)| = max
f∈M

|W (f(x1), · · · , f(xn))|

= max
f∈M

|f(W (x1, · · · , xn)| = ρ(W (x1, · · · , xn))

≤ ||W (x1, · · · , xn)|| = ||yW ||

Polynomially Convex �

a_



)��� [���  M(A) !� "�43 �� (��  �� �� f0 	�-1� @�>A A �� ��yW �� �K
� !� @�I )*�� �-��� 
 f0

[��� z = (z1, · · · , zn) j"��8:�	�A uik ui(z) = zi (1 ≤ i ≤ n) �'�k λ0 ∈ σ(x1, · · · , xn) = K 7$������

��>
� 	���� "��0���� j"��"��8:�	�Ak

(λ0 = (λ1, · · · , λn) = (f0(yu1), · · · , f0(yun)) = (f0(x1), · · · , f0(xn)) ∈ σ(x1, · · · , xn)

�� �8� ��	��
 ��� ��:- A �$��' )*�� Rn !� ���?Q "��3�:K� �$! K (� �� �� K = P (K) �$��' OF/����

N�
 �� Rn �� W "����-� n "�M$��8:�	�A

||W || = max
λ∈K

|W (λ)|

fλ(W ) = W (λ) �� ���, �� �M$��8:�	�A �� �8� ��� �� fλ �-���
 ���, W ��� h��� h$ λ ∈ K �� )	���

���� (� (�� �� A �� �M$��8:�	�A (��� @�>A �� ��� �� �� (|fλ(W )| = |W (λ)| ≤ ‖W‖) )	���� C$�� 

μ = (μ1, · · · , μn) (��� ���5 �� ��>
� f ∈ M(A) �'� �>$� V�B !� )��� [��� M(A) !� "�43 �� �-���
 ��B

�� "��� .	������ "��0��� � "�M$��8:�	�AWi(λ) = λi (λ = (λ1, · · · , λ) ∈ Rn) � μi = f(Wi) (� �� ��

)f(W ) = W (μ) �$��� W "��8:�	�A

�!�"
#W =
∑
 ����


ai1···inW
i1
1 · · ·W in

n ai1,···,in ∈ C, i1, · · · , in ≥ 0

f(W ) =
∑
 ����


ai1···in [f(W1)]i1 · · · [f(Wn)]in =
∑
 ����


ai1···inμ
i1
1 · · ·μinn = W (μ1, · · · , μn) = W (μ)

	

�� )|W (μ)| > ‖W‖ �� *1� W "��8:�	�A +��H 7$� ��u �� ��$! *�� v8�-� K = P (K) �� μ "��S


)|W (μ)| > 1 > ‖W‖ �� ��� w�Q (�� �� (� !� ������ ]�4� �� W y$�� 
(
∃ α ∈ R ; |W (μ)| > α > ‖W‖ =⇒

∣∣∣∣Wα (μ)
∣∣∣∣ > 1 >

∣∣∣∣∣∣∣∣Wα
∣∣∣∣∣∣∣∣)

)*�� f �>-���
 � � y5��-� 7$� �� |f(Wm)| = |f(W )|m = |W (μ)|m −→ ∞ ��� Wm → 0 7$���� � �

)f(W ) = W (μ) �$��� A �� �M$��8:�	�A (��� @�>A � f �>-���
 �� ��� �� W ∈ A �� "�!� �� (����

�!�"
#
∃(PK) ⊆ A ; ||PK −W || −→ 0 =⇒ f(PK) −→ f(W ),

|PK(μ)−W (μ)| ≤ ||PK −W || −→ 0

ac



	

"��8:�	�A n "�8���� A ��� �� *�� p,�� )jM(A) = {fλ ; λ ∈ K} [5�� ��k K = M(A) 7$������

�$��� � ����� 	��� Wi (1 ≤ i ≤ n) "��0����

σ(W1, · · · ,Wn) = {(fλ(W1), · · · , fλ(Wn)) : λ = (λ1, · · · , λn) ∈ K}

= {(W1(λ), · · · ,Wn(λ)) : λ = (λ1, · · · , λn) ∈ K}

= {(λ1, · · · , λn) : λ = (λ1, · · · , λn) ∈ K} = K

�

�%�2/ & -/�S(�* :���( ���!)* �, F����G�
 ��DM�+�/% �B�T F,�3
 ���

�2 �
'
 �
 �7
 �S� & 3 �7
 ��
M(A) �
 b�%�� A �
 f �R* %
� & /A ∈ BCe 5���7 ����� 	
��

/f(x) ∈ σ(x) 4x ∈ A

)f(x) ∈ σ(x) .x ∈ A �� "�!� �� P�,� �� ��>
� 	��� f ∈M(A) �'� �
����

7��^:� � .f(e) = 1 �$ f(e) ∈ σ(e) = {1} �$��� F
 )f(x) ∈ σ(x) .x ∈ A �� "�!� �� �$��' .F/����

)*�� ��	
��� f ���$ .|f(x)| ≤ ρ(x) ≤ ||x|| (x ∈ A)

������ ���5 )	��� *��| � ���T�� x ∈ A �$��'

ϕ(λ) = f(exp(λx)) (λ ∈ C)

)*�� N� [�� h$ ϕ P�,� ��

�$��� �!�"
#ϕ′(λ0) = lim
λ→λ0

f

(
exp(λx) − exp(λ0x)

λ− λ0

)
= f

(
lim
λ→λ0

exp(λ0x)
exp(λ− λ0)x− e

λ− λ0

)
= f

(
exp(λ0x) lim

λ→λ0
Σ∞
n=1

(λ− λ0)n−1xn

n!

)
= f(x · exp(λ0x))

	

�� �K
� !� ��$!
∞∑
n=1

|λ− λ0|n−1||x||n
n!

= ‖x‖ exp(|λ− λ0|‖x‖) <∞

a`



)*Q�' 	I (� !� �8:� �� �8:� (�� �� � ���� *����/$ "��>:� Σ∞
n=1

(λ−λ0)n−1xn

n! "��

)ϕ(λ) �= 0 �$��� .0 �∈ exp(λx) � f(exp(λx)) ∈ σ(exp(λx)) .λ �� "�!� �� (�A

7$������

ϕ(λ) = exp[ψ(λ)]

(�A ��;�� )j���Ak *�� N� [�� h$ ψ(λ) (� �� ��

‖ exp[ψ(λ)]‖ = ‖ϕ(λ)‖ ≤ ‖f‖
∥∥∥∥∥

∞∑
n=0

λnxn

n!

∥∥∥∥∥ ≤ ‖f‖
∞∑
n=0

|λ|n‖x‖n
n!

= ‖f‖ exp(|λ|‖x‖)

7 $�� �� � � )	 �� �� � h $ "� ��� "�� 8 : � 	 � A h $ ψ(λ) = α + βλ .��� ���� � h � �; � "� � 4 5 � � � � �

�$ � .ϕ(λ) = exp(βλ) �&� � .expα = 1 *��� ������ λ = 0 (��� ���5 �� �� .ϕ(λ) = exp(α) · exp(βλ)

ϕ(λ) =
∞∑
n=0

βn

n!
λn j_k

�$��� ϕ(λ) C$�� �� ��� .�>$� V�B !�

ϕ(λ) = f

(
Σ∞
n=0

λnxn

n!

)
=

∞∑
n=0

f(xn)
n!

λn jck

�� �$��:
 *��| .7$������ )f(x2) = β2 = [f(x)]2 x�\�� � f(xn) = βn �$��� jck � j_k "�1$�S� ��

f(x2) = [f(x)]2 (x ∈ A)

(����

f(xy) = f

(
1
2
[
(x+ y)2 − x2 − y2

])
=

1
2
[
f(x+ y)2 − f(x)2 − f(y)2

]
=

1
2
[
(f(x) + f(y)2 − f(x)2 − f(y)2

]
= f(x)f(y)

� )f ∈M(A) �&� �

<�#��
  � X N��E J�
 �� /�"�
 ` �%�.2 �
 ����� ��' X ⊆ A 3 A ∈ BCe 5���7 ����� 	�
��

/�"�
 #�" -�1_& ��ZM�� Y�1%� �E��� '
 �7
 �a� 3 �7
 ��
 A �� <�.�B���

)*�� �M$	� : (⇐) �
����

af



.X �= A � dim A
X = 1 .XX ⊆ A

X (�A @�I )X ∩ G(A) = φ �&� .*�� !�� G(A) � X ∩ G(A) = ∅ : (⇒)

f ∈ A′ #�
�� W (�� "��45 R$�-
 �� ��� .e �∈ X (�A @�I )*�� �-1� X F
 )X = X �$ .dim X
X = 0 �$���

)dim Ker f
X ≤ dim A

X = 1 �$��� X ⊆ Ker f (�A )f(x) = 0 .x ∈ X �� "�!� � � � f(e) = 1 �� *1�

f(x − f(x)e) = 0 (�A .x ∈ A �� "�!� �� )X = Ker f �$ dim Ker f
X = 0 �$��� .Ker f �= A (�A @�I

j_)`)`k "��45 �� ��� 7$������ )f(x) ∈ σ(x) �$ x − f(x)e �∈ G(A) �&� � .x− f(x)e ∈ Ker f = X �$���

� )*�� @�:�1��� @��	$� h$ X = Ker f �K�-
 �� � f ∈M(A)

� A = C[0, 1] 7-Q�' �%
 �� �� ;q o� .*1�
 ���5 �� �S�SI #�
�� "����� "��� G�5 "��45 �/�01#

f(x) =
∫ 1

0

x(t)dt (x ∈ A)

�$��� x �� "�!� ��

f(x) =
∫ 1

0

x(t)dt = x(ξ) =⇒ (x − f(x) · 1)(ξ) = x(ξ) − f(x) = 0

=⇒ x− f(x) · 1 �∈ G(A) =⇒ f(x) ∈ σ(x)

��>
� (0 ≤ t ≤ 1) x2(t) = t2 � x1(t) = t ;q o� �'� ���

f(x1x2) =
∫ 1

0

x1(t)x2(t)dt =
∫ 1

0

t3dt =
1
4
�= 1

2
× 1

3
=
∫ 1

0

tdt

∫ 1

0

t2dt = f(x1)f(x2)

n
�& �3�I9 �
�i n

�& �3�I C(Ω) '
 ���� ��' A 4#��_� o�3���2 ����  � Ω 5���7 ����� 	�
��

�� �"�
 Px ∈ Ω ����� �
�Ra� 4x ∈ A �2 �
'
 �
 �1���	 �
 �"�
 Ω �
 ����� <��
 �#'
��
  � μ 3 8 �
∫

Ω

xdμ = x(Px) (  *�

 ���+
 �
,�")

��%� d��
 �
�, A �
 ��B� μ N��E J�
 ��

∫
Ω

xydμ =
∫

Ω

xdμ ·
∫

Ω

ydμ (x, y ∈ A) j_k

� �
����

f�,3 �
 /A ∈ BCe 
Z0 3 4�"�
 C(Ω) �� A ���B
 A 5���7

ab



f(x) =
∫

Ω

xdμ (x ∈ A)

/��
 A �
 �3�V� �R*  %
�&  �

.x �� "�!� �� �!�"
#

|f(x)| =
∣∣∣∣∫

Ω

xdμ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|x|d|μ| ≤ ‖x‖∞ · |μ|(Ω)

	

n >
3 ��9 Pn = Pxn 5 � 2��� �
� > /xn −→ x � � �B2 (xn) ⊆ A �� 0� � ��/�"� 
 #
�� 0� x ∈ A 5 �� � 7

5��
� /8f(xn) =
∫
Ω xndμ = xn(Pn)

|x(Pn)− f(x)| ≤ |x(Pn)− xn(Pn)|+ |f(xn)− f(x)|

≤ ‖x− xn‖∞ + ‖f‖ · ‖xn − x‖∞ −→ 0 (n −→∞)

� 
 (Pnk
)k � � �� � 
� C . 2 �
� 0� � �� � �' �
�
� (Pn) ��
 #�� _ � Ω �� ; /f(x) = limn→∞ x(Pn) � � 3

J �
� 
� � 
 /� �
 � � �� � M x 
� �' f(x) = limk−→∞ x(Pnk
) = x(Px)vM /��
 Px ∈ Ω � � �� � ��� �

5 ��
� 8`/w/w9 �= �� > � 
 � �� & � 
 �� � �
 /f(x) ∈ σ(x) 
Z 0 3 4(x − f(x) · 1)(Px) = x(Px) − f(x) = 0

/��
 �
�> �
 8`9 
Z0 3 f ∈M(A)

/5�2��� 5�.%& #��� 5�� ��2��� �
 
� 8`/w/w9 ����> ����


�R* �"�C�  � T : A1 −→ A2 �7
 <�I /�"�
 #��� 5�� A2 3 A1, A2 ∈ BCe 5���7 ����� 	
��

4x ∈ A1 �2 �
'
 �
 �� ���R
 �"�


σ(Tx) ⊆ σ(x)

��%� d��
 �
�, T #�C��

T (xy) = T (x)T (y) (x, y ∈ A1)

������ ���5 )	��� ���T�� f ∈M(A2) �$��' �
����

F (x) = f(Tx) (x ∈ A1)

ae



����� �K�-
 j_)`)`k "��45 !� (x ∈ A1) F (x) ∈ σ(Tx) ⊆ σ(x) �� ��� �� �� *�� ��� P�,� �� F

����:� F
 )F ∈M(A1) ��

f(Txy) = F (xy) = F (x)F (y) = f(Tx)f(Ty) = f
(
(Tx)(Ty)

)
�$��� *�� ���� ��
 A2 � ���T�� f ∈M(A2) (�A @�I

Txy − TxTy ∈ radA2 = {0} (x, y ∈ A1)

)Txy = TxTy (x, y ∈ A1) �$ �

� )	�� �$�< A2 	I�� �� �� A1 	I�� T ��'�� *�� ���5�� ��
 jf)`)`k "��45 F/3

�"�C�  � T �7
 <�I /��"�
 A2 3 A1 ��2�I
3 O�&�& �
 e2 3 e1 3 A1, A2 ∈ BCe 5���7 ����� 	
��

/σ(Tx) ⊆ σ(x) 4x ∈ A1 �2 �
'
 �
 #�C�� 4Txy = TxTy #�
�.2 3 Te1 = e2 �� �"�
 A2 �
 A1 '
 �R*

�$��� �
����

e2 = Te1 = Txx−1 = TxTx−1 (x ∈ G(A1))

7$������ )Tx ∈ G(A2) ��>
� .x ∈ G(A1) �'� 7$������

λ �∈ σ(x) =⇒ x− λe1 ∈ G(A1)

=⇒ Tx− λe2 = T (x− λe1) ∈ G(A2) =⇒ λ �∈ σ(T (x))

� )*�� *��| �/I � (x ∈ A1) σ(Tx) ⊆ σ(x) �$

)������ *��| �� �$! �� �	-�� � �$��'�� �%
 �� �� �$�K��� ��u *��I (����

�
 �R* %
�&  � f �7
 <�I /�"�
 e �I
3 �
 8F�� �3�
9 ����� �� �a�aI ���  � A 5���7 ����� ��

�� ���	 �
 #��
 A

f(e) = 1 j_k

f(x2) = f(x)2 (x ∈ A) jck

/x, y ∈ A �2 �
�
 f(xy) = f(x)f(y) ��%� d��
 �
�, A �
 f #�C��

ad



�$��� �
����

f
[
(x+ y)2

]
= [f(x) + f(y)]2

�&� �

f(xy + yx) = 2f(x)f(y) (x, y ∈ A) j`k

������ ���5

x� y =
1
2
(xy + yx)

F


f(x� y) = f(x)f(y)

�&� �

f
(
(x� y)� z

)
= f(x� y)f(z) = f(x)f(y)f(z)

�� *�� @���� ��

f(xyz + yxz + zxy + zyx) = 4f(x)f(y)f(z) (x, y, z ∈ A) jfk

7��^:�

f
(
y� (z� x)

)− (y� z)� x) = 0

�� *�� @���� ��

f(xyz + zyx) = f(zxy + yxz) (x, y, z ∈ A) jbk

�$��� jbk � jfk !�

f(xyz + zyx) = 2f(x)f(y)f(z)

�$��� x = z (��� ���5 �� ��

f(xyx) = f(x)2 · f(y) (x, y ∈ A) jek

�� ���� (�?
 ��������

f(xy) = f(yx) (x, y ∈ A) jdk

aa



�� "��B �� 	���� x0, y0 ∈ A jC8� w�Qk

f(x0y0 − y0x0) = C �= 0

�� ��� w�Q (�� �� .y0C �� y0 y$�� ��

f(x0y0 − y0x0) = 1 jak

)*�� ���5�� *�� ���T�� ���/�� h$ α �� ��
 x0 + αe �� x0 ���� �� s�Q "����� �� *�� p,�� 7��^:�

�� ��� w�Q (�� �� 7$������

f(x0) = 0 jgk

�$��� jgk � j`k !� (���� )j	��� y$�� x0 − f(x0)e �� �� x0k

f(x0y0) + f(y0x0) = 0

*��� ������ .jak �� ��� �� ��

f(x0y0) =
1
2

, f(y0x0) = −1
2

j_nk

�$��� j_nk � jgk � jak � jek � jck �� ��� �>$� V�B !�

1 = f
[
(x0y0 − y0x0)2)

]
= f

[
(x0y0)2 + (y0x0)2 − x0y

2
0x0 − y0x2

0y0
]

=
1
4

+
1
4
− 2f(x0)2f(y0)2 =

1
2

*��� ������ j`k �� ��� �� �� ���� ���5�� jdk F
 )*�� y5�� h$ 7$� ��

f(xy) = f(x)f(y)

�

#�
�.2 �� �"�
 A �
 �R*  %
�&  � f 3 �I
3 �3�
 ����� �� �a�aI ���  � A �7
 ����� 	�
��

/��
 �
�, f #�C�� 4f(x2) = f(x)2

"����, �� A1 �� �� f � A1 = A⊕ {λe} 	��� ���5 �
����

f1(x + λe) = f(x) + λ

ag



	��� [��� 

(
f1
[
(x + λe)2

]
= f1(x2 + 2λx+ λ2e) = f(x)2 + 2λf(x) + λ2 = f1(x+ λe)2

)
�

3 �7
 ��
 �
�, A �
 f �R* %
�& N��E J�
 �� /�"�
 ����� G���
 ���  � A 5���7 ����� 	
��

�7
 �S�&

f(x) ∈ σ(x) (x ∈ A)

+�� H � � A1 = A ⊕ {λe} � � �� f 	 �� � 
 ���	 I�� A � '�k � $� � > � ���	 I�� �� A * �� � Q� � �
� �� �

)j	$��>� �%
 �� �� σ(x + λe) = σ(x) + λ "����� � 	��� [��� f1(x+ λe) = f(x) + λ

e � x "��I @�:�1��� �$�K��� ��� �$! A0 � ���T�� x ∈ A �$��' )	��� ���, A �� f ������ w�Q �	-��

G�5 "�$�45 �� ��� �� � f |A0 ∈ M(A0) 7$������ )f(e) = 1 �$��� f(e) ∈ σ(e) = {1} (�A )	���

f(x) ∈ (f |A0)(x) ∈ σA0(x) = σA(x)

e � x "��I @�:�1��� �$�K��� ��� �$! A0 �$��' )f(x) ∈ σ(x) .x ∈ A �� "�!� �� ���� w�Q .F/����

� *�� ��� f |A0 )	���

(f |A0)(y) = f(y) ∈ σA(y) = σA0(y) (y ∈ A)

F
 )f |A0 ∈M(A0) 7$������ �

f(x2) = (f |A0) (x2) = (f |A(x))2 = f(x)2

� )*�� A �� ���, W ��� h��� h$ f je)`)`k �� �� ��� *�� ���T�� x ∈ A (�A @�I

 � CodimX = 1 � 
 X ⊆ A ������' /�"�
 8�
��I
3 G��� 
 ���  �9A ∈ Be 5���7 "���� 	�
��

/�"�
 #�" -�1_& ��ZM�� Y�1%� �E��� '
 X �7
 �S�& 3 �7
 ��
 A �� <�.�B��� ����	 3� <
#��


gn



)*�� �M$	� O(⇐) �
����

"�!� � � �� *�� A � � ��� h ���  h $ f (� �� �� X = Kerf � $��� �$�K�� � *��I 	 � 
� � � � O(⇒)

� � � ��  � � � � * �� A "� Q� B �� @��	 $� h $ X F 
 )* �� � �� , f �& � � .f(x) ∈ σ(x) .x ∈ A � �

*�� �Q�B �� @�:�1��� @��	$� h$ X .CodimX = 1

(
X ⊆

%�
*�( �+,)	�
↑
Y ⊆ A ⇒ dim

Y

X
≤ dim

A

X
= 1 ⇒ dim

Y

X
= 0 �$ 1 ⇒ Y = X �$ Y = A

)
�

�� > 
� .0 < |f(λ)| ≤ e|λ| � f ′(0) = 0 .f(0) = 1 .N�  � � ��  f � '� Oj��� ���� � "� � 4 5k . �� � #
)f(λ) ≡ 1
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���
� ���

��� !������ ���
��

	�
��
 
�#

)	����� "��$! "�������� "���� �� *�� #�
�� "����� !� �:M� ����� ���7�����$� "�����

)��� ������ ���5 ������ ���� �� ���7�����$� "����� X$�:
 �� $�%
 � (C∗ =) B∗ "����� �� G<Q 7$� ��

J"�0���
  � 
� A 8�3�
9 ���
 A '
 x −→ x∗ �"�C� /�"�
 G���
 ���  � A 5���7 ����� �����

4α �0�1�
 �2 3 x, y ∈ A �2 �
'
�
 #�7�2 ����7

4(x∗)∗ = x 8`9

4(x+ y)∗ = x∗ + y∗ 8x9

4(xy)∗ = y∗x∗ 8w9

/(αx)∗ = ᾱx∗ 8y9

 � 
� A2 � � �l∗ �� � 
 A1 � � �l∗ '
 h 5 B � ��� �� . 2 /� � �� 7� � � � �l∗ � 
� A � 0� IJ �
 ��

/x ∈ A1 �2 �
�
 h(x∗) = h(x)∗ #�7�2 ����7 5B������.2l∗

'�7'?


)x∗(t) = x(t) � *�� V��	��� "�4Q h$ Ω (� �� �� A = C(Ω) j_k

gc



(0 ≤ t ≤ 1) x∗(t) = x(1 − t) .A = C[0, 1] jck

N�
 �� {��-1� �� �-���
 � {z ∈ C : |z| < 1} �� h�Q������� [��� �� �8� ��� A (� �� �� A = A j`k

)	����� (|z| ≤ 1) x∗(z) = x(z̄) 7�����$� � N�:$�
��(
(x∗)′(z0) = lim

z→z0

x(z̄)− x(z̄0)
z − z0 =

(
lim
z→z0

x(z̄)− x(z̄0)
z̄ − z̄0

)
= x′(z̄0)

)

)j−∞ < t <∞k f∗(t) = f(−t) �� A = L1(−∞,∞) jfk

�!�"
#

(f ∗ g)∗(t) = (f ∗ g)(−t) =
∫ ∞

−∞
f(−t− x)g(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(−t+ x)g(−x)dx

=
∫ ∞

−∞
f̄(−t+ x)ḡ(−x)dx =

∫ ∞

−∞
f∗(t− x)g∗(x)dx = (f∗ ∗ g∗)(t)

	

	
�08' G$	� �� ��&' �� �$ .(n = 0,±1, . . .) x∗(n) = x(−n) � A = l1(−∞,∞) jbk

(x∗ )̂(z) = x̂(z) (|z| = 1)

�!�"
#

(x ∗ y)∗(n) = (x ∗ y)(−n) =
∞∑

k=−∞
x(−n− k)y(k) =

∞∑
k=−∞

x(−n+ k)y(−k)

=
∞∑

k=−∞
x̄(−n+ k)ȳ(−k) =

∞∑
k=−∞

x∗(n− k)y∗(k) = (x∗ ∗ y∗)(n) ∗

)0 ≤ t < 2π (� �� � � 	 �� �� � f(x) =
∞∑

n=−∞
xne

int +�� H� � l1(−∞,∞) � � � �� , � � � h � ��  � �

)f(x) = fz(x) =
∞∑

n=−∞
xnz

n �$��� z = eit (��� ���5 �� 7$������

(x∗ )̂(z) := (x∗ )̂(fz) = fz(x∗) =
∞∑

n=−∞
x∗(n)zn =

∞∑
n=−∞

x(−n)zn

=
∞∑

n=−∞
x(n)z−n =

∞∑
n=−∞

x(n)z̄n =
∞∑

n=−∞
x(n)zn = fz(x) = x̂(fz)

:= ¯̂x(z)

<��%� ��	�
9 A∗
0 = A0 #�7�2 5���7 D�V0
��* 
� �
�J"�0�� �
 G��� 
��� '
 A0 �����' ����� �����

/5���7�� �����'l∗ � 
� D�V0
��* �����'  � /��
 ��B
 J"�0���
 �V& A0 ��%� 8A∗
0 ⊆ A0

g`



��
 <���� x ∈ A ��� J�
�
��
 /x∗x = xx∗ #�7�2 5���7 <���� 
� A ���l∗ '
 x ��� ����� �����

/�"�
 ��"
� �
�> ���]
�� �����'l∗ � �� �7
 �a� 3 �7


��>
� 	��� @���
 x �'� �!�"
#

	 x ∈ A0 = [x, x∗] =�0H *��| �� 8:� �� x∗ � x !� ��"��8:�	�A �� �8� ��3�:K�

��� �2 �� ��
 ^,
3 /x = x∗ #�7�2 5���7 8D�V0
��*9 �����2 
� A ���l∗ '
 x ��� ����� �����

����
�XV�� N��E�
 x ∈ A �2 #3H%
 /��
 <���� �����2

x = a+ ib

n>
3 �� /���B2 �����2 b 3 a �� �� �� ��"�� ��"��⎧⎨⎩ x = a+ ib

x∗ = a− ib
⇒

⎧⎨⎩ a = x+x∗
2

b = x−x∗
2i

/5�2��� [��.� HA �
 
� A �����2 �E��� �= ��� �=��.]�

<�� % � ��	� 
 � �9 X∗ = {x∗ : x ∈ X} = X #� 7� 2 5 � �� 7 8D�V 0
��*9 �� � �� 2 
� X ⊆ A �= ��.]�� �'

8X∗ ⊆ X

/p2 = p 3 #��
 �����2 p #�7�2 5���7 ���X&  � 
� A ���l∗ '
 p ��� ����� �����

�� ��
 ����� A �
 �0��%� F�� N��EJ�
 �� /�"�
 �����M J"�0���
 �
 ���l∗ � A 5���7 ����� 	
��

t�" ��

‖x∗‖ = ||x‖

/‖e‖ = 1 #�C�� �"�
 �
��I
3 3 �UE�� A �7
 #3H��
 3 #��� D�E

*�8� �� �88� ��(� (�	� 	��� ���	I�� � �0H�
 A �'� � ������ X$�:
 |‖.|‖ �� �� ����� N�
 �
����

�%
�� ‖x‖ = max(|‖x|‖, |‖x∗|‖) +��H�� �� 	$	� N�
 *�� �Q�� (���� )|‖e|‖ = 1 ������ w�Q ��� ����

gf



7$������ )|‖x∗|‖ ≤ C|‖x|‖ �� *1� "� C > 0 *�� �-���
 7�����$� (�A � |‖x|‖ ≤ ‖x‖ �$��� )�$��>�

O*�� ���,�$! ‖.‖ P�,��� )	�-1� @���� ‖.‖ � |‖.|‖ �&� � ‖x‖ ≤ (C + 1)|‖x|‖ *��
 (�� ��

�!�"
#

‖xy‖ = max(‖|xy‖|, ‖|
y∗x∗︷ ︸︸ ︷
(xy)∗ ‖|) ≤ max(‖|x‖|.‖|y‖|, ‖|y∗‖|.‖|x∗‖|)

≤ max(‖|x‖|, ‖|x∗‖|).max(‖|y‖|, ‖|y∗‖|) = ‖x‖.‖y‖

	

� $��� .e∗ = e � � � �(� !� .	 �� � ���	 I�� A �= 0 � '� � ‖x‖ = ‖x∗‖ � $��� P� ,�� � .�� �\� �

‖e‖ = max(|‖e|‖, |‖e∗|‖) = 1

(e∗x = (x∗e)∗ = x∗∗ = x , xe∗ = (ex∗)∗ = x∗∗ = x ⇒ e∗ = e)

�

�� �88� �� (�	� je)_)fk �� �45 �� ��� �� �$��'�� �%
 �� �� �-���
 7�����$� �� �����W∗DSQ �� �� �K
� !�

)‖e‖ = 1 .	��� �0H�
 � ���	I�� A �'� � ‖x‖ = ‖x∗‖ ����:� �� ������ w�Q ��� ���� *�8�

)*�� ���5�� s�Q �� �45 D$��� G�5 "��@�o� �� �� 	$� �-I�� �� (�� ��

#�7�2 5���7 ���a�� 
� A ���]
�� ���l∗ ����� �����

(x∗ )̂(f) = x̂(f) (f ∈M(A), x ∈ A)

��%� 4��
 5B������.2l∗ � A −→
x �→x̂

C0(M) ���U�7 -���& ���a�� ���]
�� ��2���l∗ �� �C�� N���� �


/(x∗ )̂ = x̂

�a� 3 �7
 ��
 ���a�� A N��E J�
 �� /�"�
 �
��I
3 ���]
�� ���l∗ � A �= 0 5���7 ����� 	
��

/�"�
 ����� (e+ x∗x)−1 4x ∈ A �2 Ǳ
'
�
 �7


�$��� .x ∈ A �� "�!��� ��>
� 	��� (��S-� A �'� �
����

f(e+ x∗x) = 1 + f(x∗)f(x) = 1 + (x∗ )̂(f).(x̂)(f)

= 1 + x̂(f).x̂(f) = 1 + |x̂(f)|2 > 0 (f ∈M(A))

gb



)*�� �$&
E�/�� e+ x∗x 7$������ �

O�� ������ (�?
 �	-�� )	��� ����� (e+ x∗x)−1 .x ∈ A �� "�!��� ���� w�Q F/����

�$��� )	��� β �= 0 � ���T�� α, β ∈ R �$��' ��%�� 7$� "��� )*�� �S�SI h ∈ A �-���� �43 �� C�B

[h− (α+ iβ)e][h− (α− iβ)e] = [(h− αe)− iβe][(h− αe) + iβe]

= (h− αe)2 + β2e = β2(e+ z∗z)

	��� ���T�� x ∈ A �$��' (���� )σ(h) ⊆ R �&� � h− (α+ iβ)e /∈ σ(h) 7$������ )z = (h− αe)/β (� �� ��

)	�-1� �-���� b � a (� �� �� x = a+ ib �$���

� x∗ = a− ib �$���

(x∗ )̂(f) = â(f)− ib̂(f) = (a+ ib)̂(f) = x̂(f) (f ∈ M(A))

� )*�� (��S-� A F
 )b̂(f) ∈ R �qM��?� � â(f) = f(a) ∈ σ(a) ⊆ R ��$!

)������ ��:� �$�K�����u "�����W∗ �� �� (��� (��S-� C$�� ��45 7$� h:� ��

/�"�
 ����� (e+ x∗x)−1 4x ∈ A �2 �
�
 #�7�2 5���7 ���a�� 
� A �
��I
3 ���l∗ "���� �����

U�����C������ 4P �<> & ��!)*CB∗ ��#

‖.‖ ���� F�� #�7�2 5���7 ���lB∗ � 
� x −→ x∗ J"�0�� �
 #
�.2 �
 A G��� 
 ��� ����� �����

4x ∈ A �2 Ǳ
'
�
 �� ���	�
 �"�
 ����� 8#�"#�
� F�� �
 <��%�9 �� �L�0�M�& �
 ��7'��

‖x∗x‖ = ‖x‖2 j_k

�& � , ‖x‖2 = ‖x∗x‖ ≤ ‖x∗‖‖x‖ �� $! .	 � �� � s	 H ‖x∗‖ = ‖x‖ �� � ��� �� � �� 
 7 � � A �$�% & �

.‖x∗‖ = ‖x‖ �&� � . ‖x∗‖ ≤ ‖x∗∗‖ = ‖x‖ �K�-���� .‖x‖ ≤ ‖x∗‖

ge



�� *�� @���� j_k 	��� (�?
 �����

‖x∗‖ = ‖x‖ , ‖x∗x‖ = ‖x∗‖‖x‖ jck

)‖x∗x‖ = ‖x‖2 = ‖x∗‖‖x‖ �&� � . ‖x∗‖ = ‖x‖ �$��� s�Q ���<� ����� (c)⇐ (_) �
����

� )*�� �M$	� (_)⇐ (c)

�� *�� @���� j_k 	��� (�?
 �����

‖x∗‖ = ‖x‖ , ‖x∗x‖ ≥ ‖x∗‖2 j`k

)*�� �M$	� j`k⇐j_k �
����

j_k⇐j`k

‖x‖2 ≤ ‖x∗x‖ ≤ ‖x∗‖‖x‖ = ‖x‖2

�

�� H +��8�� "�4Q �� T ��	=� � ��� "���>8:3 �� �8� #�
�� ��� B(H) �$��' �M� @�o� h$ (���3�� (����

(� �� ���� �������$� B(H) �� ��� ������ (�?
 )	��� ‖T ‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1} "�>8:3 N�


)	���� G$	� ��� WB∗ h$ �� ��

/T = 0 #�C�� 4〈Tx, x〉 = 0 4x ∈ H �2 �
�
 3 T ∈ B(H) �7
 ����� 	
��

�$��� .〈T (x+ y), x+ y〉 = 0 (�A �
����

〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 0 (x, y ∈ H) j_k

*��� ������ ��$�:
 y$�� iy �� �� y �'� @�I

−i〈Tx, y〉+ i〈Ty, x〉 = 0 (x, y ∈ H)

F


− 〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 0 jck

gd



*��� ������ (c) � (_) !� ��

〈Tx, y〉 = 0 (x, y ∈ H) j`k

� )x ∈ H �� "��� Tx = 0 �$ � ‖Tx‖2 = 0 �$��� j`k �� y = Tx ���-�� �� x�\��

3 S, T ∈ B(H) �7
 ����� 	�
��

〈Sx, x〉 = 〈Tx, x〉 (x ∈ H)

/S = T #�C��

� )	$��� ����� S − T ���� �� �� ��45 �
����

*�� �Q�� ��%�� 7$� "��� )*1�
 ���5�� 	��� R ���/�� (�	�� �� �-��I �� ���� �� �45 �� *�� ��r �� N!\

)�$��>� �%
�� R2 �� π/2 ��!�	
� �� (���� �� T

��R* z3�@� F3� �= U0�� �
 ��B� 3 �R* <3
 �= U0�� �
 ��B� f : H ×H −→ C F�� �7
 ����� 	
��

��' F�SU� �
 3 #��


M = sup{|f(x, y)| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1} <∞ j_k

�� �B2 S ∈ B(H) ����
�XV�� �C�.� #�C�� �"�
 �3�V�

f(x, y) = 〈x, Sy〉 (x, y ∈ H) jck

/‖S‖ = M #3H��


*��>
 y ∈ H �� Ǳ�!��� .|f(x, y)| ≤M‖x‖‖y‖ (�A �
����

x −→ f(x, y)

y ∈ H �� Ǳ�!��� �?�QWF$� �� �45 �� ��� �� F
 )*�� M‖y‖ �o��	I N�
 �� H �� ��	=� ��� h��� h$

S : H −→ H �� *�� p,�� )‖Sy‖ ≤ M‖y‖ ��;�� �*�� ���5�� jck �� *1� Sy ∈ H ��Q���<=�� �43

Sequilinear �

ga



)*�� ��:�

O�$��� x, y1, y2 ∈ H �� Ǳ�!��� �!�"
#

〈x, Sy1〉+ 〈x, Sy2〉 = f(x, y1) + f(x, y2) = f(x, y1 + y2) = 〈x, S(y1 + y2)〉

�$ �

〈x, Sy1 + Sy2〉 = 〈x, S(y1 + y2)〉

	

��>
� .α ∈ C �'�

〈x, S(αy)〉 = f(x, αy) = ᾱf(x, y) = ᾱ〈x, Sy〉 = 〈x, αSy〉 (x, y ∈ H)

��� )‖S‖ ≤M � S ∈ B(H) 7$������ )*�� ��� S F
 )S(αy) = αS(y) �&� �

|f(x, y)| = |〈x, Sy〉| ≤ ‖x‖.‖Sy‖ ≤ ‖x‖‖S‖‖y‖ ≤ ‖S‖ (‖x‖, ‖y‖ ≤ 1)

� )*�� *��| �/I � M ≤ ‖S‖ F


y �
 ��B� 3 �R* x �
 ��B� 〈Tx, y〉 /�"�
 T ∈ B(H) 3 N����2 ����  � H 5���7 ����� �����

T ∗ ∈ B(H) ����
�XV�� ��� ��*
 �= ��> �
��
 vM /�"�
�� �3�V� D�� F�SU� �
 3 #��
 �R* z3�@�

�� �B2

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 (x, y ∈ H)

J��K.2 3

‖T ∗‖ = sup
‖x‖≤1,‖y‖≤1

|〈Tx, y〉| = sup
‖x‖≤1

sup
‖y‖≤1

|〈Tx, y〉| = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = ‖T ‖

/����7�� T �>�V0
 
� T ∗


� B(H) �� ��
 B(H) �
 J"�0���
  � T −→ T ∗ #�C�� �"�
 N����2 ����  � H �7
 ����� 	
��

/����� -���& ���lB∗ � �


gg



�� ������ (�?
 �	-�� �
����

(T + S)∗ = T ∗ + S∗ j_k

(αT )∗ = ᾱT ∗ jck

(ST )∗ = T ∗S∗ j`k

T ∗∗ = T jfk

+����=� )*�� �M$	� j_k

〈x, (αT )∗y〉 = 〈αTx, y〉 = α〈Tx, y〉 = α〈x, T ∗y〉 = 〈x, ᾱT ∗y〉

〈x, (ST )∗y〉 = 〈STx, y〉 = 〈Tx, S∗y〉 = 〈x, T ∗S∗y〉

〈Tx, y〉 = 〈T ∗y, x〉 = 〈y, T ∗∗x〉 = 〈T ∗∗x, y〉

(�A )	���� �K�-
 �� jfk � j`k � jck

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 ≤ ‖T ∗T ‖.‖x‖2 (x ∈ H)

.�>$� V�B !� )‖T ‖2 ≤ ‖T ∗T ‖ �$���

‖T ∗T ‖ ≤ ‖T ∗‖‖T ‖ = ‖T ‖2

� )*�� ���WB∗ h$ B(H) ���$ .‖T ∗T ‖ = ‖T ‖2 �&� �

N��EJ�
 �� /�"�
 �
��I
3 ���]
�� ���lB∗ � A �= 0 5���7 8s��.��l���U�7 �= ��>9 ����� 	
��

/M = M(A) �� �� �� ��
 C(M) �3�
 A '
 ����3@�
 5B�����3@�
  � x −→ x̂ ���U�7 -���&

/��
 #���5�� 3 ���a�� A 4h*T�
 /x̂∗ = ¯̂x #�
�.2 #3H��


O�$��� )	��� ���T�� x ∈ A �$��' )*�� "�-���$� h$ x→ x̂ �� ������ (�?
 �	-�� �
����

‖x2‖2 = ‖(x2)∗x2‖ = ‖(x∗x)∗(x∗x)‖ = ‖x∗x‖2 = ‖x‖4

F
 )‖x2n‖ = ‖x‖2n Ǳ��S-�� �� � .‖x2‖ = ‖x‖2 7$������ �

‖x̂‖∞ = ρ(x) = lim
n→∞

n
√
‖xn‖ = lim 2n

√
‖x2n‖ = ‖x‖

_nn



G $	 �  k (�� S - � A � � � � ��� � (� ? 
 (� � �� )* �� ��� �−� � 
 A � "� - ��� $� h $ A → Â = C(M) �& �

� x̂(f) = α + βi .� � ��� � ��� 5 )	 � �� � ��� T �� f ∈ M � x ∈ A � $� � ' )* �� j� 1 � Q�� �� : �W∗	 
� 0 8 '

)β = −δ � α = γ �� ������ (�?
 )(x∗ )̂(f) = γ + δi

)ŷ(f) = i � y∗ = y P�,��� )y = (β + δ)−1[x + x∗ − (α + γ)e] ������ ���5 .β + δ �= 0 ���� w�Q

�$��� r �S�SI �	3 �� Ǳ�!��� (����

(y + ire)̂(f) = i(1 + r)

7$������ �

1 + r2 + 2r = |1 + r|2 = |(y + ire)̂(f)|2 ≤ ‖(y + ire)̂‖2∞ = ‖y + ire‖2

= ‖(y + ire)∗(y + ire)‖ = ‖(y − ire)(y + ire)‖ = ‖y2 + r2e‖

≤ ‖y2‖+ r2

y5��  h$ 7$� �� 1 + ‖y2‖ ≤ 0 *��� ������ r = ‖y2‖ (��� ��� 5 � � �� .1 + 2r ≤ ‖y2‖ (r ∈ R) � $ �

���� *:15 �� ��� �� [(ix)∗ ]̂(f) = −ix̂∗(f) = δ − iγ � (ix)̂(f) = −β + αi (�A @�I )β = −δ F
 )*��

*�� C(M) !� "����$! Â (�A .���\�� )*�� j(��S-� Ak �1�Q����:�W∗ h$ 	
�08' G$	� F
 )α = γ

�� �45 ����� .	���� �	� �� M ��S
 � j¯̂x = x̂∗ ∈ Âk *�� �-1� "��'i���� *= .�-��� �� �� �� *��| [��� ��

�$��� j*�� "�-���$� 	
�08' G$	� k Â (��� �-1� �� ��� �� �� *�� @�>A C(M) �� Â E��-���$��W(�-��

� )Â = C(M)

��	�
 C0(M) ���lB∗ �
 A #�C�� �"�
M = M(A) �= ∅ �
 ���]
����� lB∗ � A �7
 ����� 	�
��

/��
  �����@�
l∗ ����3@�


h $ x −→ x̂ 	 
� 0 8 ' G $	 �  � V��	 �� � � ��� ? Q �q � ,� � "� 4 Q h $ M � � 
��� � �
� �� �

� $��� )A1 = A ⊕ {λe} � � ��� � ��� 5 )	 �� �� � rad(A) �� - 1 � � � C0(M) "� - � A !� � 1 � Q�� �� : �

)F∞(x+λe) = λ � Ff (x+λe) = f(x)+λ ����:� (� �� �� M1 = M(A1) = {Ff : f ∈M(A)}∪{F∞}

F
 )limn→∞ ‖xn‖ 1
n = ‖x‖ �$��� Z��:�
W	
�08' �� �45 +��|� ���� ��\	-�� ��

‖x̂‖∞ = sup{|f(x)| : f ∈ M(A)} = sup{|F (x, 0)| : F ∈M(A1)}

_n_



= sup{|λ| : λ ∈ σA1(x, 0)} = ρ(x, 0) = lim
n→∞ ‖(x, 0)n‖ 1

n = lim
n→∞ ‖x

n‖ 1
n = ‖x‖

7�����$� �� A1 )*�� "�-���$� h$ 	
�08' G$	� F


(x+ λe)∗ = x∗ + λ̄e (x ∈ A, λ ∈ C)

*�� ����� A1 �� ‖x+ λe‖ = ‖x‖+ |λ| @�:�� N�
 �� ������ N�
 �� 	$� (�� �� )*�� ���7�����$� ��� h$

7$������ )j�$! 7$�: �� ��� l���k 	���� ���WB∗ h$ �� G$	� �� A1 ��

(x∗ )̂(f) = f(x∗) = Ff (x∗, 0) = Ff ((x, 0)∗) = [(x, 0)∗ ]̂(Ff ) = (x, 0)̂(Ff )

= Ff (x, 0) = f(x) = x̂(f) (x ∈ A, f ∈M(A))

)*�� �1�Q�����:�W∗ h$ 	
�08' G$	� �&� �

*��>
 ��
���� )	��� ���T�� ϕ ∈ C0(M) �$��' )*�� ��� 	
�08' G$	� �� ������ (�?
 ���\��

� ϕ1(Ff ) = ϕ(f) �� ���, �� M1 �� �� ϕ1 )	����� M1 \ {F∞} "��� M !� �1�Q����~:� h$ f ψ−→ Ff

�� M1 \ {F∞} � �-���
 ϕ1|M1\{F∞} = ϕ ◦ ψ−1 : Ff
ψ−1

−→ f
ϕ−→ ϕ(f) (�A )������ C$�� ϕ1(F∞) = 0

)*�� �-���
 M1 \ {F∞} �� ϕ1 �&� .*�� !�� M1

h|Y : Y −→ Z � h : X −→ Z .X �� !�� "��3�:K��$! Y � �/$m���
� "���4Q Z � X �$��' �!�"
#

� � * 1 � Y �� y !� U � > $� 1 : � h(y) = h|Y (y) !� V � > $� 1 : � � � � y ∈ Y � � Ǳ�!�� � )	 �� � � - �� � 


� ���� !�� X �� U �&� *�� !�� Y (�A )U = U ′ ∩ Y �� *1� X �� U ′ !�� �� 3�:K� )h(U) = h|Y (U) ⊆ V

	 )*�� �-���
 Y ���S
 �� �� h F
 )*�� X �� y �>$�1:� h$ �&�

�� *1� K ⊆ M ����?Q �� 3�:K� )	��� ���T�� ε > 0 �$��' )*�� �-���
 ��
 F∞ �� ϕ1 �� ������ (�?


F
 )*�� M1 �� �K�-���� � M1 \ {F∞} �� ���?Q �� 3�:K� h$ ψ(K) (���� )f ∈ M \K ⇒ |ϕ(f)| < ε

� *�� M1 �� F∞ �>$�1:� h$ M1 \ ψ(K)

F ∈M1 \ ψ(K)⇒ F = Ff (∃f ∈ M \K) �$ F = F∞

⇒ |ϕ1(F )− ϕ1(F∞)| = |ϕ1(F )| =
⎧⎨⎩
|ϕ(f)| F = Ff (∃f ∈M \K)

0 F = F∞
< ε
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�$��� )ϕ1 = (x+ λe)̂ �� *1� x+ λe ∈ A1 �&� � ϕ1 ∈ C(M1) 7$������ )*�� �-���
 F∞ �� ϕ1 ���$

0 = ϕ1(F∞) = (x+ λ)̂(F∞) = F∞(x+ λe) = λ

�&� �

ϕ(f) = ϕ1(Ff ) = Ff (x+ λe) = f(x) + λ = f(x) = x̂(f) (f ∈ M = M(A))

� )*�� ��� 	
�08' G$	� ���$ ϕ = x̂ F


/��
 �a�aI ���lB∗ � '
 �����2 ��� �2 $�	 "���� 	�
��

������ ���5 )	��� ���	I�� A �$��' �	-�� )	��� A !� �-���� "�43 x � ���WB∗ h$ A �$��' �
����

(�A @�I )σA0(x) ⊆ R Z��:�
W	
�08' �� �45 ����� 7$������ � *�� �$�K������WB∗ h$ A0 )A0 = [e, x]

)σA(x) = σA0(x) ⊆ R .j`)c)`k ��K�-
 �� ��� �&� ���	
 jC ��k �
��� ���S
 σA0(x)

N�
 �� @���� ���
 � (x + λe)∗ = x∗ + λ̄e 7�����$� �� A1 = A ⊕ {λe} )	���
 ���	I�� A �$��' (����

���� *:15 �� ��� �� *�� �-���� A1 �� (x, 0) (�A @�I )j�$! 7$�: k *�����WB∗ h$ @�:��

σA(x) = σA(x, 0) ⊆ R

�

5��
� A ���lB∗ � '
 x �����2 ��� �2 �
�
 �#���� 	�
��

ρ(x) = ‖x‖

�$��� Z��:�
W	
�08' �� �45 �� ��� �� 	��� �$�K��� A �'� )	��� ���	I�� A �$��' �	-�� �
����

ρ(x) = ‖x̂‖∞ = ‖x‖

A0 !� �-���� "�43 x � *�� �$�K��� ��� B∗ h$ A0 )A0 = [e, x] ������ ���5 	���
 �$�K��� A �'�

.A0 �� F
 )σA(x) = σA0(x) ⊆ R .j`)c)`k � jg)c)fk "�$�45 �� ��� �� F
 )*��

ρ(x) = lim
n→∞ ‖x

n‖ 1
n = ‖x‖

_n`



�� ‖‖.‖‖ @���� N�
 �� ���WB∗ h$ A1 = A⊕ {λe} �$! 7$�: ����� )	���
 ���	I�� A ������ w�Q (����

s�Q *:15 �� ��� �� F
 )|‖x|‖ = ‖x‖ .x ∈ A �� Ǳ�!��� �� 	����� ‖x+ λe‖ = ‖x‖+ |λ| @�:�� N�


ρA(x) = ρA1(x, 0) = ‖‖(x, 0)|‖ = ‖x‖

�

�� A1 � � * �� �� �� � A1 = A ⊕ {λe} � � |‖.|‖ N� 
 �� > 
� 	 �� � 	 I�� (�	 � � � �WB∗ h $ A � '� O.��� #

�$��� � * �� @�� �� ‖x + λe‖ = ‖x‖ + ‖λ‖ @�: �� N� 
 � � |‖.|‖ ��; � � )	 ���� G$	�  � ��WB∗ h$ ��

)|‖x|‖ = ‖x‖ (x ∈ A)

)�$��'�� �%
 �� (a ∈ A) �� lx(a) = xa �����, �� �� lx : A −→ A ��� *��>
 .x ∈ A1 �� Ǳ�!��� �
����

������ ���5 )‖lx‖ ≤ ‖x‖ �$��� P�,���

|‖x|‖ = ‖lx‖ := sup{‖xa‖ : a ∈ A, ‖a‖ ≤ 1} (x ∈ A1)

� '� )* �� A1 � � 7 �� �� � $� h $ jx ∈ A, λ ∈ Ck (x + λe)∗ = x∗ + λ̄e .P� ,� � )|‖x|‖ ≤ ‖x‖ � $���

�&� � .‖ x∗
‖x‖‖ = 1 � x∗

‖x‖ ∈ A ��>
� .0 �= x ∈ A

|‖x|‖ ≥ ‖x x
∗

‖x‖‖ =
‖xx∗‖
‖x‖ =

‖x‖2
‖x‖ = ‖x‖

|‖x+ y|‖ ≤ |‖x|‖+ |‖y|‖k ���� A1 �� N�
��
 h$ |‖x|‖ �� *�� p,�� )jx ∈ Ak |‖x|‖ = ‖x‖ 7$������ �

)|‖xy|‖ ≤ |‖x|‖.|‖y|‖ � j|‖x|‖ ≥ 0 , |‖αx|‖ = |α|.|‖x|‖

�$��� )|‖x|‖ = 0 � jx′ ∈ A, λ ∈ Ck x = x′ + λe ������ w�Q )*�� N�
 h$ 7$� �� ������ (�?


� $ 0 = λ−1xy = λ−1x′y + y .y ∈ A � � Ǳ�!�� � ��> 
� .λ �= 0 �'� )xy = 0 .y ∈ A �� Ǳ�!�� � �& � � lx = 0

y5�� h$ 7$� �� *�� 	I�� "���� A F
 )*�� A "��� JA 	I�� h$ (−λ−1x′) ���$ .(−λ−1x′y) = y

)	�����

�!�"
#(A JA 	I�� e ⇒ ea∗ = a∗ (a ∈ A) ⇒ ae∗ = (ea∗)∗ = a∗∗ = a (a ∈ A)

⇒ A *��� 	I�� e∗ ⇒ A 	I�� e = e∗)

	

)x = 0 �&� � .‖x‖ = |‖x|‖ = 0 	���� �K�-
 7$� �� .x = x′ ∈ A �&� � λ = 0 F


_nf



xn = x′n + λne �$��' )*�� #� 
� � (A1, |‖.|‖) �� ������ (�?
 )*�� A1 � � N� 
 h$ |‖x|‖ 7$�� �� � �

� N� |‖.|‖ �� A �&� |‖x|‖ = ‖x‖ (x ∈ A) (�A )	��� (A1, |‖.|‖) �� ���� �� ���
� h$ jx′n ∈ A, λn ∈ Ck

���N�
 "�4Q h$ |‖x+A|‖ = infa∈A|‖x+ a|‖ (x ∈ A1) �� A1
A = 〈e+ A〉 7$������ � *�� �-1� �K�-����

��� )*��

|λm − λn|.‖|e+A‖| = ‖|(λme+A)− (λne+A)‖| = ‖|(xm +A)− (xn +A)‖|

≤ ‖|xm − xn‖| → 0 (m,n→∞)

F 
 )λn → λ � $� � ' )* �� �� > : � � K � - � �� � � � �� � C �� {λn} �� �� � 
� |‖e + A|‖ �= 0 � � � ��  � � � �

� � * 1 � x′ ∈ A �& � )	 �� �� � (A, |‖.|‖) = (A, ‖.‖) N�  "� 4 Q �� � �� � �� �� � 
� h $ x′n = xn − λne

*��>
 �� �45 �� ��� �� 7$������ )*�� N� �4Q 7$� �&� � (A1, |‖.|‖) �� xn → x′ + λe F
 )|‖x′n − x′|‖ → 0

|‖.|‖ ∼ ‖.‖ !��

!�� .!�� *��>
 �� �45 ����� �K�-
�� � �-���
 id : (A1, ‖.‖) → (A1, |‖.|‖) �&� |‖x|‖ ≤ ‖x‖ (�A �!�"
#

	 )	�����

*��� ������ ��7$� !� �� |‖x|‖2 ≤ |‖x∗x|‖ �� ������ (�?
 ���\��

|‖x|‖2 = |‖x∗x|‖

�!�"
#

|‖x|‖2 ≤ |‖x∗x|‖ ≤ |‖x∗|‖.|‖x|‖ ⇒ |‖x|‖ ≤ |‖x∗|‖

7$������ )|‖x|‖ = |‖x∗|‖ �&� � .|‖x∗|‖ ≤ |‖x∗∗|‖ = |‖x|‖ F


|‖x|‖2 ≤ |‖x∗x|‖ ≤ |‖x∗|‖.|‖x|‖ = |‖x‖2

	

(�A )	 �� � ��� T �� 0 < r < 1 �� ��� � w�Q )� � � � *�� | |‖x|‖ = 1 *�� I �� �� 98�� 7$� *�� �Q� �

.xy ∈ A �� ��(� !� @�I )‖xy‖2 ≥ r �$ ‖xy‖ ≥ √r � ‖y‖ ≤ 1 *1� xy ∈ A .√r < 1 = |‖x|‖ = ‖lx‖

�$���

‖|x∗x‖| ≥ ‖|y∗(x∗x)y‖| = ‖|(xy)∗(xy)‖| = ‖(xy)∗(xy)‖ = ‖xy‖2 ≥ r

_nb



� )*�� *��| �/I �K�$� !� )|‖x∗x|‖ ≥ 1 *��� ������ .r → 1 �'�

Ǳ
'
�
 #�C�� �"�
 e -��" A '
 ��B
 �����'l∗ � A0 3 e �I
3 �
 ���lB∗ � A �7
 ������ 	
��

/σA0(x) = σA(x) 4x ∈ A0 �2

�$��' )*�� 7��A ��
 A0 �� ��>
� 	��� �$&
E�/�� A �� A0 !� "�43 �'� �� ������ (�?
 �	-�� �
����

�$&
E�/�� A �� �� *�� A0 !� �-���� "�43 z∗z � (z∗)−1 = (z−1)∗ ∈ A �$��� )z−1 ∈ A � z ∈ A0

D8-T� �� =0H σA(z∗z) (�A ��� )0 /∈ σA(z∗z) ��;3�� )*�� �S�SI σA(z∗z) .jg)c)fk �K�-
 �� ��� )*��

A0 �� z∗z �&� � 0 /∈ σA0(z∗z) 7$������ )σA(z∗z) = σA0(z∗z) .jf)c)`k �� �45 ����� �&� .	���:
 D� ���
 ��

� *��� � JA �$&
E�/��k A �� z F
 )*�� �$&
E�/�� A0 �� zz∗ ���?� v$�B�� )*�� �$&
E�/��

)*�� �$&
E�/�� j�K�-����

�$��� λe− x ∈ A0 (�A .x ∈ A0 �� Ǳ�!��� (����

λ /∈ σA0(x) ⇔ λe− x ∈ G(A0)⇐⇒ λe− x ∈ G(A) ⇐⇒ λ /∈ σA(x)

� )*�� *��| �/I � σA(x) = σA0(x) 7$������ �

4�"�
 A �
��I
3 ���lB∗ '
 <���� ���� x �7
 ������ 	�
��

σA(x) = σA0(x)

/��
 x∗ 3 x 3 e �= ���3�
 #�"��0�& 8D�V0
��* 39 ���]
�� 3 ��B
 �����' A0 = [e, x, x∗] �� �� ��

���-�� �� ������ �>$� N�
 �'� � *1�
 	�0� ��$! G:3 �� ���WB∗ C$�� �� ‖x‖2 = ‖x∗x‖ ��� �$�%&�

"��1��
 �� 	$	� N�
 .����

‖x∗‖‖x‖ ≤ C‖x∗x‖ j_k

	�� s	H ���� �� ���� �� j�-���
 7�����$���k A �$�K��� ���W∗ h$ N�
 �'� �� ������ (�?
 )	���� s	H

)j*�� ���5�� ��
 �$�K�����u *��I �� ��� 7$�k *�� ���WB∗ h$ A ��>
�

_ne



8`9 �= R

� �� �� F�� 3 #��
 8�����M J"�0���
 �
9 �
��I
3 ���]
�����l∗ � A 5���7 ������ 	
��

/��
 ���lB∗ � A N��EJ�
 �� /��� D�E

� � � � ��� � (� ? 
 )‖x∗‖ = ‖x‖ ���� : � � � �� � w� Q (��  � � je)_)fk �� � 4 5 � �� � � �
� �� �

s	H ρ(x)2 = ρ(x∗x) �� ���� �� �� *�� A �� @���� j���,�$!k "��� N�
 h$ ρ(x) = limn→∞ ‖xn‖ 1
n

� $��� )	 �� � ��� T �� x ∈ A � $� � ' )* �� A � � "� � � N� 
W� � 
 h $ ρ(x) � � � $��	 $� ;q � 5 )	 � �� �

������ *$�M
�� *:� �� n (��� G�� � 7�Q�B !� N�n �� ?$� 7-Q�' �� �&� � .‖(x∗)n‖‖xn‖ ≤ C‖(x∗x)n‖

7$������ � .ρ(x∗) = limn→∞ ‖(x∗)n‖ 1
n = limn→∞ ‖xn‖ 1

n = ρ(x) 7��^:� )ρ(x∗)ρ(x) ≤ ρ(x∗x) *���

*��I7$� ��k 	�-1� @���� �� �� ‖.‖ � ρ ���� *��| *�� �Q�� (���� )ρ(x)2 = ρ(x∗x) F
 )ρ(x)2 ≤ ρ(x∗x)

jρ(x) = 0 ⇒ ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0 ��$! ����� N�
 ρ

* ��� � � ��� � Ǳ�� S - �� � � � � ‖z‖2 ≤ C‖z2‖ � $��� .j_k !� �� > 
� 	 �� � � - � �� � z ∈ A � '�

�'� @�I )‖z‖ ≤ Cρ(z) *��� ������ .n→∞ �'� �� ‖z‖ ≤ C
2n−1
2n .‖z2n‖2−n �$ � .‖z‖2n ≤ C2n−1‖z2n‖

�$��� .	��� ���T�� x ∈ A

‖x‖2 = ‖x∗‖‖x‖ ≤ C‖x∗x‖ ≤ C2ρ(x∗x) = C2ρ(x)2

� )*�� *��| �/I � ‖.‖ ∼ ρ *��� ������ .ρ(x) ≤ ‖x‖ ���:��� �� ‖x‖ ≤ Cρ(x) �$ �

�%,V5�M�7/% ���!)* �/��� 4P /!W� ��#

/�"�
 H �
 �����M ��25B�����3��
 �= ��� ���−B∗ 4B(H) 3 N����2 ����  � H 5���7 ����� �����

 � J�
�
��
 /����7�� H N����2 ���� �� A[��.�  � 
� B(H) ���
 A ���−∗ '
 5B������.2−∗ �2

/����� D�E ��' ��
�" �� �� ��
 B(H) ���
 A '
 x→ Tx ����� ��"�C� [��.�

Tαx+βy = αTx + βTy 8i9

Txy = TxTy 8ii9

Tx∗ = (Tx)∗ 8iii9

/��
 H �
 ���.2 �C�.� I /�"�
 �I
3 �
�
� A �7
 Te = I 8iv9
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#�7�2 ����7�� ��3� [��.�  � 
� H N����2 ���� �� A ���−∗ '
 x → Tx[��.� ����� �����

/�"�
 <�C; H �� {Txξ0 : x ∈ A} �� ���R
 �"�
 ����� 4[��.� ��3� �
��
 F��
 4ξ0 ∈ H ����� ����

/��
 H ������'  � f�,�
 ���.]� J�


���1� 
� S : H1 → H2 8�= ����M 39 �R* �C�.� /��"�
 N����2 ���� 3� H2 3 H1 5���7 ����� �����

/x, y ∈ H �2 �
�
 〈Sx, Sy〉 = 〈x, y〉 <��%� ��R
 �
 ‖Sx‖ = ‖x‖ 4x ∈ H @2 Ǳ
'
 �
 #�7�2 5���7

O	������ �$! "������' 	��� (�?
 .S ∈ B(H) �'� � ��!�

S∗S = SS∗ = I jak

)x, y ∈ H �� "��� 〈Sx, Sy〉 = 〈x, y〉 � S(H) = H jbk

)*�� �
�/$ S � S(H) = H jck

.S∗S = I (�A 7��^:� )S(H) = H �&� .SS∗ = I (�A Ojbk ⇐ jak �
����

〈Sx, Sy〉 = 〈x, S∗Sy〉 = 〈x, y〉
)*�� �M$	� Ojck ⇐ jbk

Ojak ⇐ jck

〈S∗Sx, y〉 = 〈Sx, Sx〉 = ‖Sx‖2 = ‖x‖2 = 〈x, x〉

�� S F
 *�� H "��� H !� ��� "�-���$� h$ S w�Q �� ��� (�A )S∗S = I 7$������ )x ∈ H �� "���

� )*�� ���5�� (a) �&� � S−1 = S∗ F
 S∗S = I (�A @�I )*�� �$&
E�/�� B(H)

#�7 �2 5���7 <��%� 
� H ′ 3 H ��2��� �� A���l∗ '
 x → T ′
x 3 x → Tx ��S_��.� ����� �����

�� ���R
 �"�
 H ′ �3� �
 H'
 S ���1� �C�.�

T ′
xSξ = STxSξ

��
 ���]
�� ��' F
�7��� 4x ∈ A �2 �
'
 �
 �C�� N���� �
 /ξ ∈ H�2 3 x ∈ A �2 �
�


H
Tx−→ H

S ↓ ↓ S
H ′ −→

T ′
x

H ′

_na



�2 Ǳ
'
 �
 #�7�2 ��
 x→ Tx[��.� ����M ������'  � H '
 H1 ��B
 ������' 5���7 ����� �����

/�"�
�� H1 �� A[��.�  � x→ Tx |H1 �0�I J�
 �� /TxH1 ⊆ H1, x ∈ A

�!�"
#

〈Tx∗

∣∣∣
H1

(

∈H1
↑
ξ ),

∈H1
↑
η 〉 = 〈Tx∗ξ, η〉 = 〈(Tx)∗(ξ), η〉

= 〈ξ, Txη〉 = 〈ξ, Tx |H1 (η)〉 = 〈(Tx |H1)
∗ξ, η〉

	

/�"�
 ��"
�� ���M 8 H 3 {0} �
 ���{�9 #�� 3 ��B
 ������' A�2 #�7 �2 5���7 ��ZM�� -��V& 
� x→ Tx[��.�

�2 �
�
 �7
 �a� 3 �7
 ��
 ��ZM�� -��V& H N����2 ���� �� A ���l∗ '
 x→ Tx[��.� ����� 	
��

/λ ∈ C � �
�
 S = λI 5�"�
 ��"
� STx = TxS, x ∈ A �2 Ǳ
'
 �
 �� S ∈ B(H)

)��� �K��� (x ∈ A) �� Tx ��8� �� S �>8:3 � ���� �$&
�
 G$�= x → Tx ������ w�Q �	-�� �
����

��45 �� ��� �� � *�� �$�K��� ���WB∗ h$ 7$� )As = [I, S] ���� �� ���5 )	��� �-���� S �$��' �	-��

!� �/$ �� ��� �� ��$! ."�-���$� �1�Q�����$�W∗ ���� AS ∼= C(M(A(S))) ∼= C(σ(S)) Z��:�
W	
�08'

)*�� h�Q����~:� jf → f(s) *��>
 *= k σ(S) = σA(S) = σAS(S) �� M(AS) �$�45

�� C(Ω2) → C(Ω1) ��>
� 	��� Ω2 "��� Ω1 ���?Q "�4Q !� �1�Q����~:� h$ φ : Ω1 → Ω2 �'� �!�"
#

	 )*�� C(Ω1) ���−B∗ "��� C(Ω2) ���−B∗ !� "�-���$� �1�Q�����$�−∗ h$ f → foφ ����,

��S
 �� G5�	I σ(S) ���� w�Q )	��� �-��� 	
�� �:
 ��S
 h$ !� X�� σ(S) C�B �� ���� �� (�?


�� 	�-1� U, V ∈ AS �&� � �-��� j�0H�
k �0H ��83 N�1S� C(σ(S)) 7$������ )jC8� w�Qk 	��� �-���

)UV = V U = 0� U �= 0 �= V

��S
 �� λ2 � λ1 �'� )*�� "�-���$� �1�Q�����$�−∗h$ ψ : AS → C(M(AS))
ϕ→ C(σ(S)) �!�"
#

�� ��� �� ��>
� 	���� σ(S) V��	��� � ���?Q j�q�,��k "�4Q �$�:-�

{λi}︸︷︷︸
���-.

⊆ σ(S)− {λj}︸ ︷︷ ︸
���

(i �= j)

_ng



�� ���5) (i, j = 1, 2)hi(λj) = δij (���� )	
����� (i, j = 1, 2; i �= j){λi} ≺ hi ≺ σ(S) − {λj} [���  

	�-1� U, V ∈ AS ��� )g1g2 = 0� 0 �= g1, g2 ∈ C(σ(S)) �$��� )g2 = h− � g1 = h+ .h = h1 − h2 ����

� $��� .ψ(UV ) = ψ(U)ψ(V ) = g1g2 = 0 � � � K 
� !� � �� U, V �= 0 F 
 )g2 = ψ(V )� g1 = ψ(U) � �

	 )UV = 0

�K�- 
 �� � V ∗ �= 0 �& � V �= 0 (�A )H1 �= 0 P�,�� )�$� �'�� �%
 �� �� H1 = U(H) �-1� "�4Q� $!

�&� � .ψ ∈ H (� �� �� η = Uψ �$��� η ∈ U(H) �� Ǳ�!� �� (���� )ξ = V ∗ϕ �= 0 �� *1� ϕ ∈ H

< ξ, η >=< V ∗ϕ,Uψ >=< ϕ, V Uψ >=< ϕ, 0 >= 0

�� $!k H1 �= H � $ � H⊥
1 �= {0} � $��� ξ �= 0 � � 7 $� � � � ��  � � � � ξ⊥H1 �& � � .ξ⊥V (H) � K � - 
 ��

� $��� x ∈ A � � "�� � 	 
� �� � � K �� � jx ∈ Ak � �Tx � � AS � H� � 3 � � 8 � (� A )jH = H1

⊕
H⊥

1

�$&
�
 G$�= �� 7$� �� *��$�
 "�4Q�$! h$ H1 ���$ .TxH1 ⊆ H1 �&� � TxU(H) = UTx(H) ⊆ U(H)

�� ��>
� σ(S) = {λ} �'� )*�� �	� G�/? ��S
 h$ !� �o��	I σ(S) F
 )*�� y5��-� X$�:
 (���

j(λI−S )̂(f) = λÎ(f)−Ŝ(f) = λ−λ = 0 �$��� f ∈M(AS) �� "�!� �� ��$!k (λI−S )̂ = 0 �$��� M(AS)

)S = λI �&� �

� � � � � � - � �� � S2 = S−S∗
2i � S1 = S+S∗

2 (� �� � � S = S1 + iS2 � $��� )	 �� � ��� T �� S � $� � ' (� � ��

S = λI F
 )S2 = λ2I � S1 = λ1I �� 	�-1� λ1, λ2 ∈ C s�Q *��I �� ��� F
 )	
���� �K��� (x ∈ A)Tx

)λ = λ1 + iλ2 (� �� ��

����� H !� H1 "�$�
 � ��� �-1� "�4Q�$! F
 )	���
 �$&
�
 G$�= x→ Tx X$�:
 ������ w�Q F/����

�$��� ξ ∈ H � x ∈ A �� "��� )	���� H2 = H⊥
1 � H1 �� H �$��< 9� � �� P2 � P1 ������ w�Q )*��

F
 .P1TxP1ξ = TxP1ξ �&� � .TxP1ξ ∈ H1

P1TxP1 = TxP1 j_k

O�$��� .jH1

⊕
H2 = H1

⊕
H⊥

1 = H ��$!k P1 + P2 = I (�A ��;3 �� )x ∈ A �� "���

P1Tx = P1Tx(P1 + P2) = P1TxP1 + P1TxP2 jck

__n



)*�� x→ Tx X$�:
 "�$�
 "�4Q�$! h$ ��
 H2 ���

(
ξ ∈ H2 = H⊥

1 , η ∈ H1, < Txξ, η >=< ξ, Tx∗η︸︷︷︸
∈H1

>= 0 ����
)

)P1P2TxP2 = P1TxP2 �&� � P2TxP2 = TxP2 .x ∈ A �� "��� j_k 	�
�� �� �&�

O�$��� jck �� ��� �� �� .P1P2 = P1(I − P1) = P1 − P1 = 0 ���

P1Tx = P1TxP1 + P1P2TxP2 = P1TxP1 j`k

�>8:3 �� jx ∈ Ak Tx "���>8:3 7$������ )x ∈ A �� "��� P1Tx = TxP1 �$��� j`k � j_k �1$�S� �� (����

)*�� *��| �/I � �	� �K��� *1�
 �
�:� �>8:3 !� ���/�� 9$�, +��H �� P�,�� �� P1

(
P1 = λI =⇒ P1 = 0 �� � �� P1 =⇒ H1 = 0 �� H1 = H #$��%

)
�

4x ∈ A �2 �
'
 �
 #�7�2 5���7 ��W�  %
�&  � 
� A ���−∗ �
 f �R* %
�& ����� �����

f(x∗x) ≥ 0

4x ∈ A �2 �
'
 �
 #�7�2 5���7 �a�aI  %
�&  � 
� A ���−∗ �
 f �R* %
�&

f(x∗) = f(x)

�� "�!� �� � *�� �S�SI h��� h$ f ��>
� 	��� A ���	I�� ���−∗ �� *�o� h��� h$ f �'� �.���#

O�$��� x, y ∈ A

| f(y∗x) |2≤ f(y∗y)f(x∗x) j_k

O�$��� α ∈ C �� "�!� �� )p = f(x∗x) � q = f(y∗y) .r = f(y∗x) .s = f(x∗y) ���� �� ���5 �
����

0 ≤ f((x∗+ᾱy∗)(x+αy)) = f(x∗x)+αf(x∗y)+ᾱf(y∗x)+ | α |2 f(y∗y) = p+αs+ᾱr+ | α |2 q jck

)r̄ = s �&� � .i(s− r) ∈ R � s+ r ∈ R �$��� α = i � α = 1 (��� ���5 �� ��

(r = a+ ib, s = c+ id⇒ b+ d = 0, a− c = 0⇒ a = c, b = −d⇒ r = s̄)

___



)f(x∗) = f(x) *��� ������ y = e (��� ���5 �� .U�� *��I ��

.*�� ���T�� � �S�SI t (� �� �� α = tr
|r| ���� �� ���5 jck �� � .r �= 0 �'� )*�� �M$	� j_k r = 0 �'�

O*��� ������

−p+
tsr

|r| +
t|r|2
|r| + t2q ≥ 0

�$

p+ 2t | r | +t2q ≥ 0 (t ∈ R)

� )*�� *��| �/I � .|r|2 ≤ p.q �$ Δ′ = |r|2 − pq ≤ 0 *��� ������ �K�$� !� ��

#3H� �
 3 ��
 �����M f #�C�� 4�"�
 A �
��I
3 ���−∗ �
 ��W�  %
�&  � f �7
 ����� 	
��

| f(x) |≤ f(e) ‖ x ‖ (x ∈ A) j_k

�$��� �
����

(1− t)1/2 =
∞∑
n=0

(−1)n
(1

2

n

)
tn (−1 < t < 1) jck

(� �� ��(1
2

0

)
= 1 ,

(1
2

n

)
=

1
2 (1

2 − 1) · · · (1
2 − n+ 1)

n!
(n = 1, 2, · · ·)

F� �� ��45 �� ��� �&� *�� v8�� "��>:� s�Q "�� (�A

1− t =
∞∑
n=0

cnt
n (−1 < t < 1) j`k

(� �� ��

cn = (−1)n
n∑
k=0

(1
2

k

)( 1
2

n− k
)

����T�� �-���� �43 x �$��' )(n = 2, 3, · · ·) cn = 0 � c1 = −1 � .c0 = 1 *��� ������ j`k !� 7$������

(�A )‖ x ‖< 1 �� 	��� A !�

(−1)n
(1

2

n

)
= (−1)n

1
2 (1

2 − 1) · · · (1
2 − n+ 1)

n!

= (−1)2n−1
1
2 (1− 1

2 ) · · · (n− 1− 1
2 )

n!
< 0 (n = 1, 2, · · ·)
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.jck �� ��� �� �&�
∞∑
n=0

‖(−1)n
(1

2

n

)
xn‖ = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n−1

(1
2

n

)
‖xn‖ jfk

≤ 1 +
∞∑
n=1

(−1)n−1

(1
2

n

)
‖x‖n = 1−

∞∑
n=1

(−1)n
(1

2

n

)
‖x‖n <∞

�K�-
 ��

y =
∞∑
n=0

(−1)n
( 1

2

n

)
xn jbk

�� ����� *��| F� �� ��45 ���?� jfk �� ��� �� (���� )*�� C$��-��� y �&� � ��>:�

y2 =
∞∑
n=0

cnx
n = e− x

� $��� 	 � - 1 � � S � S I jbk "� � 9 $�� , � / � $� j� 7 �� �� � $� � > - �� � 
k � � � ��  � � ��; � �

� �� ? � v $� � � )f(e) − f(x) = f(e − x) = f(y∗y) ≥ 0 �& � � y∗y = y2 = e − x 7 $�� �� � � )y∗ = y

)| f(x) |≤ f(e) � $��� � 	 � - 1 � � S � S I "��	 3� f(e) � f(x) F 
 )f(e) + f(x) = f(e) − f(−x) ≥ 0

� $ � | f( x
δ‖x‖) |≤ f(e) �&� � ‖ x

δ‖x‖‖ < 1 �$��� )	���� ���T�� δ > 1 � �-���� (0 �=)x ∈ A �$��' (����

)| f(x) |≤ f(e) ‖ x ‖ *��� ������ δ → 1+ �'� . δ > 1 (��� ���T�� �� ��� �� �� | f(x) |≤ δf(e) ‖ x ‖

�$��� *�� �-���� x∗x (�A x ∈ A �� "�!� �� x�\��

f(x∗x) ≤ f(e) ‖ x∗x ‖≤ f(e) ‖ x ‖2 jek

jek ���:� �� �� | f(x) |2≤ f(e)f(x∗x) �$��� .| f(y∗x) |2≤ f(y∗y)f(x∗x) "��1��
 �� y = e (��� ���5 ��

)*�� ���5�� j_k ���$ �|f(x)|2 ≤ [f(e)]2‖x‖2 *��� ������

� )���� �� ��:� 	I�� (�	� "����� �� �� s�Q ��45 (����

J�
 �� /�"�
 8�3�V�9 :; ����a& �I
3 � 
 8����� M J"�0�� �
 � 
9 ���−∗ � A 5���7 "���� 	
��

/��
 �����M A �
 ��W�  %
�& �2 N��E

h$ (x + λe)∗ = x∗ + λe 7����� $� � � A1 = A
⊕
λe )	��� A �� *�o� h���  h$ f �$��' �
����

.a ∈ A �� Ǳ�!� �� )*�� ���−∗

Fa(x) = f(a∗xa) (x ∈ A1)

__`



(�� �� �-I��� )	����� �-���
 A �� �K�-���� � A1 �� ja)`)fk ��45 �� ��� �&� � ���� A1 �� *�o� h��� h$

	$�

4axb =
3∑

k=0

ik(a∗ + i−kb)∗x(a∗ + i−kb) (a, x, b ∈ A)

7$������

4f(axb) =
3∑

k=0

ikf [(a∗ + i−kb)∗x(a∗ + i−kb)] (a, x, b ∈ A)

��� )xn → 0. A �� �$��' @�I 	����� A �� �-���
 h��� h$ x→ f(axb) *��>
 a, b ∈ A �� Ǳ�!� �� �&� �

JA ��$�S 	I�� h$ (δα) �$��' )yn → 0 � *��| a ∈ A (� �� �� xn = ayn �$��� 7��� ��45 ��:� ��

., x ∈ A Ǳ�!� �� � ‖ δ∗α ‖=‖ δα ‖ (�A )	��� A "���

lim
α
xδ∗α = lim

α
(δαx∗)∗ = [lim

α
δαx

∗]∗ = x∗∗ = x

�$��� j7$�: k 7��� ��45 ��:� *��� +��H �� ��� �K�-
 �� � ���� A "��� *��� ��$�S 	I�� h$ (δ∗α) �&�

x→ f(axb) �>-���
 �� ��� �� .zn → 0 � xn = aznb F
 )zn → 0 � ���� *��| b ∈ A (� �� �� yn = znb

� )*�� �-���
 f ���$ )f(xn) = f(aznb)→ 0 �$��� A ��

x ∈ A �2 Ǳ
'
 �
 #3H%
 3 ��
 �����M A �
��I
3 ���−∗ � '
 x→ Tx[��.� �2 �#���� 	
��

‖ Tx ‖≤‖ x ‖ j_k

/‖ T ‖≤ 1 ��%�

���� ��� P�,�� ��$! .*�� A �� *�o� h��� h$ fξ(x) =< Txξ, ξ > *��>
 .ξ ∈ A �� Ǳ�!� �� �
����

�� Ǳ�!� �� ja)`)fk ��45 �� ��� 7$����� � )fξ(x∗x) =< Tx∗xξ, ξ >=< Txξ, Txξ >=‖ Txξ ‖2≥ 0 �$��� �

F
 )| fξ(x) |≤ fξ(e) ‖ x ‖=‖ ξ ‖2‖ x ‖ x ∈ A

‖ Txξ ‖2=< Txξ, Txξ >=< Tx∗xξ, ξ >= fξ(x∗x) ≤‖ ξ ‖2‖ xx∗ ‖≤‖ ξ ‖2‖ x ‖2

)*�� ���5�� j_k �

� )������ ���5 ������ ���� �� �����−∗ "��� "�� X$�:
 � *�o� "��h��� 7�� ��� �� (����

__f



�
��
 �
 H N����2 ���� �� A ��3� [��.�  � x→ Tx 3 �
��I
3 ���−∗ � A �7
 ������ 	
��

 %
�& #�C�� 4�"�
 ξ0 ��3�

f(x) =< Txξ0, ξ0 > j_k

/����� J��%& ���
 <��%� O��a& �
 
� [��.� 3 ��
 ��W�

ξ0 ��3� �
��
 �
 H N����2 ���� �� A '
 x→ Tx ��3� [��.� A �
 f ��W�  %
�& �2 �
'
 �
 v1%0�


/����� D�E 8`9 �� �� ���	 �
 ��
 �����

� '� � � � � � � * �� | 	 
� �� � � 5� � D S Q )* �� * � o � P� ,� � � j_k � � �� , � � f h � ��  �
� �� �

+��8�� "���4Q �� A "��� "��X$�:
 x→ T ′
x � x→ Tx (� �� �� .f(x) =< Txξ0, ξ0 >=< T ′

xξ
′
0, ξ

′
0 >

′

x→ T ′
x � x→ Tx X$�:
 �� ��>
� 	���� ξ′0� ξ0 "��� "������� � <,>′� <,> �8��� "�� ]�, �� H ′, H

{�� Z = {ξx = Txξ0 : x ∈ A} �� S [�� )ξ′x = Sξx = T ′
xξ

′
0 � ξx = Txξ0 ������ ���5 )	�-1� @����

��$! *�� C$�� 

ξx = ξy =⇒ Txξ0 = Tyξ0 =⇒ Tz∗Txξ0 = Tz∗Tyξ0 (z ∈ A)

=⇒ < Tz∗xξ0, ξ0 >=< Tz∗yξ0, ξ0 > (z ∈ A)

=⇒ 0 =< Tz∗(x−y)ξ0, ξ0 >= f(z∗(x− y)) =< T ′
z∗(x−y)ξ

′
0, ξ

′
0 >

′ (z ∈ A)

=⇒ < T ′
x−yξ

′
0, T

′
zξ

′
0 >

′= 0 (z ∈ A)

/��� 	�01
=⇒ < T ′

x−yξ
′
0, ξ

′ >′= 0 (ξ′ ∈ H ′)

=⇒ T ′
x−yξ

′
0 = 0 =⇒ T ′

xξ
′
0 = T ′

yξ
′
0

�� Z = {ξx = Txξ0 : x ∈ A} ⊆ H @�>A "�4Q�$! !� j"�-���$�k �
�/$ �>8:3 h$ S �� ������ (�?


7��^:� )*�� ��� S P�,�� )*�� H ′ "� 

< Sξx, Sξy >
′ = < T ′

xξ
′
0, T

′
yξ

′
0 >

′=< T ′
y∗xξ

′
0, ξ

′
0 >

′

= f(y∗x) =< Ty∗xξ0, ξ0 >=< Txξ0, Tyξ0 >=< ξx, ξy >

(� A @� I )	 �� $� � [ � ��  H N� :  � � �� 0 �� < = � � � � - �� � 
 �� � � S � > 8 : 3 * �� @� > A H �� Z (� A

���>
�� H ′ "�4Q G� �� �� H "�4Q S .*�� "�-���$� h$ S � @�>A H ′ �� SZ = {ξ′x ∈ H ′ : x ∈ A}

__b



�$��� ξx(= Txξ0) ∈ Z �� Ǳ�!� �� )j7$��� D8-T� � �S�SI ����
� ]�-� !� fW_e �� �� ��� l���k

STyξx = STyxξ0 = T ′
yxξ

′
0 = T ′

yT
′
xξ

′
0 = T ′

ySξx (y ∈ A)

)	������ s�Q X$�:
 �� F
 )*�� @�>A H �� Z ��$! STy = T ′
yS 7$������ �

H�� A !� x→ Tx "��� X$�:
 � H +��8�� "�4Q )	��� A �� *�o� h��� h$ f ���� w�Q .F/����

+��<� A×A �� �� 〈, 〉 N�Q ��%�� 7$� "��� )	��� ���5�� j_k �� *��� ������ (��A �� ξ0 "��� ����� ��

〈x, y〉 = f(y∗x) (x, y ∈ A)

	���� s	H �$! D$��� �� 〈, 〉 �� *�� p,�� )������ C$�� 

(i) : 〈x, x〉 ≥ 0

(ii) : 〈α1x1 + α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉+ α2〈x2, y〉

(iii) : 〈y, x〉 = 〈x, y〉

JA @��	$� h$ I = {x ∈ A : 〈x, x〉 = 0} �� 	$� (�� �� �-I��� )j*�� A �� �8��� ]�, ��� h$ 〈, 〉k

)*�� A ��

�!�"
#

x1, x2, x ∈ I, y ∈ A, α ∈ C

〈x1 + x2, x1 + x2〉 = 〈x1, x2〉+ 〈x2, x1〉 = 0

��$!

|〈xi, xj〉|2 ≤ 〈xi, xi〉〈xj , xj〉 = 0

� 〈αx, αx〉 = |α|2〈x, x〉 = 0 ��;��

|〈yx, yx〉|2 = |f((yx)∗yx)|2 = |f(x∗(y∗yx))|2 ≤ f(x∗x)f((y∗yx)∗(y∗yx)) = 0

	

�� 	$� (�� �� �-I���

〈x + I, y + I〉 = 〈x, y〉 (x, y ∈ I)

__e



)	����� A
I �� C$��-��� �8��� ]�, h$

�!�"
#
x+ I = x′ + I , y + I = y′ + I =⇒ x− x′ ∈ I , y − y′ ∈ I

=⇒ 〈x, y〉 − 〈x′, y′〉 = 〈x, y〉 − 〈x′, y〉+ 〈x′, y〉 − 〈x′, y′〉

= 〈x− x′, y〉+ 〈x′, y − y′〉

= f(y∗(x − x′)) + f((y − y′)∗x′) = 0 + 0 = 0

〈x+ I, x+ I〉 = 0 =⇒ 〈x, x〉 = 0 =⇒ x ∈ I =⇒ x+ I = I

	

x ∈ A � � Ǳ�!� � � )j*�� +� � 8 � � "�4Q h$ � 8��� ]�, "�4Q h$ ��: -  k 	�� � AI ��:-  H �$� � '

O*�� C$��-��� Tx )�$��'�� �%
 �� Tx(y + I) = xy + I ����, �� �� Tx : AI −→ A
I

y + I = y′ + I ⇒ y − y′ ∈ I $-� ./ �+,)	� I

=⇒ x(y − y′) ∈ I ⇒ xy + I = xy′ + I

[5�� �� )‖ Tx ‖≤‖ x ‖ �� ������ (�?
 )*�� ��� A
I "�4Q �� Tx P�,��

‖Tx(y + I)‖2 = 〈Tx(y + I), Tx(y + I)〉 = 〈xy, xy〉 = f((xy)∗xy) = f(y∗x∗xy) (y ∈ A)

ja)`)fk �� �45 �� ��� �&� � ���� A �� *�o� h��� h$ fy(x) = f(y∗xy) *��>
 ���T�� "y h$ "��� ���

‖Tx(y + I)‖2 = f(y∗x∗xy) = fy(x∗x) ≤ fy(e)‖x∗x‖ = f(y∗y)‖x∗x‖

≤ 〈y, y〉‖x‖2 = ‖x‖2‖y + I‖2 (y ∈ A)

� �-���
 ���� Tx *�� H !� AI @�>A �3�:K� �$! �� �-���
 *��>
 h$ Tx (�A (���� )‖ Tx ‖≤‖ x ‖ F


H �� A X$�:
 h$ x −→ Tx �� 	$� (�� �� �-I��� � jTx ∈ B(H) k	��$ �� {�-1' H �� ��0��<=��

)*��

x, y, z ∈ A �� Ǳ�!� �� @�o� (���3 �� �!�"
#

< (Tx)∗(y + I), (z + I) > = < y + I, Tx(z + I) >=< y + I, xz + I >=< y, xz >

= f((xz)∗y) = f(z∗x∗y) =< x∗y, z >=< x∗y + I, z + I >

= < Tx∗(y + I), z + I >

__d



	

�� �� � � K � - 
 � K � $� !� � � .(ξ, η ∈ H) 〈(Tx)∗ξ, η〉 = 〈Tx∗ξ, η〉 � $��� .H �� A
I (�� � @� > A � � � � � �& �

Ǳ�!� �� ���\�� )*�� ξ0 = e+ I "��� ����� �� "��� X$�:
 h$ 7$� �� ����� �	$� �-I��� )(Tx)∗ = Tx∗

.x ∈ A ��

< Txξ0, ξ0 >=< x+ I, e+ I >=< x, e >= f(e∗x) = f(x)

� )*�� *��| �/I �

� 
 Hα N� � � � 2 �� 2�� � �� A � � �−∗ �� 2[�� . � '
 �
#�
� �� * x −→ Tαx 5 �� � 7 ������ �����

-1_�� ��
��
 ���� H 5��� Q�� /α ∈ I �� �� �� �"�
 ‖ . ‖α �m���� ��2F�� 3 <,>α ��*
� ��2+�,∑
α∈I ‖ ξα ‖2α<∞ �� �"�
 ξ = (ξα)α∈I �E��� ���� '


O[5�� �� �!�"
#

∑
α∈I

‖ λξα + λ′ξ′α ‖2≤ 2 | λ |2
∑
α∈I

‖ ξα ‖2α +2 | λ′ |2
∑
α∈I

‖ ξ′α ‖2α<∞

	 )ξ′ = (ξ′α) ∈ H � ξ = (ξα) ∈ H �'�

N��X
 H �� 
� ��*
� +�, ����


〈ξ, η〉 =
∑
α∈I
〈ξα, ηα〉α (ξ = (ξα), η = (ηα))


��' /����� -���& N����2 ����  � �
 
� H 3 $��%�"�* ��*
� +�, J�
 /5���7�� �c� ��

�@+����A
�

∑
α∈I

| < ξα, ηα >α | ≤
∑
α∈I

‖ ξα ‖α‖ ηα ‖α≤ (
∑
α∈I

‖ ξα ‖2α)
1
2 (
∑
α∈I

‖ ηα ‖2α)
1
2 <∞

+�, � <,> �� ��"�� #��� ��I
�
 8���� �
�i 
� D�� �R

� J ⊆ I �2���� ��2���.]� ��' �
�
 
��

9

3 ��
 H �
 ��*
�

‖ ξ ‖2=< ξ, ξ >=
∑
α∈I

< ξα, ξα >α=
∑

‖ ξα ‖2α

�� �B2 N  � 4ε > 0 �2 �
'
 �
 /�"�
 H �� �"�� �0����  � ξn = (ξnα)α 5���7 �<;
� :'#

m,n ≥ N ⇒‖ ξmα − ξnα ‖2α≤
∑
α∈I

‖ ξmα − ξnα ‖2=‖ ξm − ξn ‖2< ε2 (α ∈ I) j_k

__a



3 �
�i n 48`9 �� �7
 ����
 /��
�C.2 n → ∞ �� ��>3 ξnα → ξα �]��� 0� 
 3 �"�� (ξnα)n≥1 �2 vM

�"
� 5�2
�* m→∞

∑
α∈I

‖ ξα − ξnα ‖2≤ ε2 jck

/ξn → ξ3 ξ = (ξα) ∈ H �� �2� �� ��_� 8x9 �R

�

N��X
 H �� A '
 x→ Tx[��.�

Txξ = (Tαx ξα)α∈I

�
 ���& � 
 
� �' 4�� ��7�� (α ∈ I) x → Tαx ��2[��.� 5�a�B� n.� -E�I 
� �� 3 #��
 $��%�"�*

��; 8`|/w/y9���>

‖ Txξ ‖2=
∑
α

‖ Tαx ξα ‖2α≤‖ x ‖2
∑
α∈I

‖ ξ ‖2α=‖ x ‖2‖ ξ ‖2

/Tx ∈ B(H) 5��
�

�� �� �� 5���C
 �c� �� 
� ξα0 → (ηα)α∈I �R
�, �
 Sα0 : Hα0 → H �R* ����3@�
 �7
 α0 ∈ I �2 �
'
 �


������'  � Sα0(Hα0) 
Z0 3 4(x ∈ A) TxSα0ξα0 ∈ Sα0(Hα0) #�C�� 4α �= α0 �7
 ηα = 0 3 ηα0 = ξα0

/��
 H '
 ���M ��B


��!)*−B∗ �%!( �/��� 4�<> #�#

�� )*�� h�Q�����$�−∗ .B(H) �-1� ����$!−∗ h$ �� "�-���$� ��B �� ���−B∗ �� �� ��� ������ (�?


���−B∗ �� *0' (�� �� 7$������ )	�$�'�� ���−C∗ �� B(H) s�=����� � �-1� "������$! �,�$� +�����

v���� ���� ����
�� �� 7$������ � *�� ��� −B∗ h$ ��
 ��� −C∗ �� �� *�� p,�� )*�� ���−C∗ h$

)	
��'��

����3@�
 5B�����3@�
−∗ ��	 �
 A N��E J�
 �� /�"�
 �I
3 �3�
 ���−B∗ � A 5���7 ����� 	
��

/��"�� #���_� Ã �
��I
3 ��� −B∗ � ��

__g



O�$��� )�$��'�� �%
 �� �� lxy = xy ����, �� lx : A→ A ]�,WJA �>8:3 .x ∈ A �� "�!� �� �
����

‖ lx ‖= sup
‖y‖≤1

‖ xy ‖≤‖ x ‖

�>$� V�B !�

‖ x ‖2=‖ x∗ ‖2=‖ xx∗ ‖=‖ lxx∗ ‖≤‖ lx ‖‖ x∗ ‖=‖ lx ‖‖ x ‖

"� � �� "�-���$� �1�Q�����$� h$ x → lx ����, �� A→ B(A)� ‖ x ‖=‖ lx ‖ F
 )‖ x ‖≤‖ lx ‖ �&� �

������ ���5 )	��� A�� �
�:� �>8:3 I ���� w�Q )	����� {�$�< 

Ã = {lx + αI : x ∈ A,α ∈ C}

��;3 �� )*�� �	� �	
�?
 "�-���$� �1�Q�����$� +��H �� (� �� A �� *�� B(A) ���	I�� ����$! h$ Ã

�-1� *�� ����-� 	�� �� "�4Q�$! h$ �� �-1� "�4Q�$! h$ l�:K� Ã = {lx : x ∈ A}+ < I > �� �K
� !�

O������ C$�� �$! +��H �� Ã �� �� 7�����$� )	�����

T ∗ = lx∗ + ᾱI (T = lx + αI)

�!�"
#

X$�:
 �&� � I /∈ {lx : x ∈ A} .*�� h�Q�����$� A �� {lx : x ∈ A} � *1�
 ���	I�� A (�A �@+���# B
�

	 )	
���5�� �M$	� ��B �� 7�����$� @�H� )*�� ��Q �� �<=�� T = lx + αI +��H �� Ã !� T �43 ��

O�$��� .T = lx + αI �'� )*�� ���−B∗ h$ Ã�� ������ (�?


‖Ty‖2 = ‖xy + αy‖2 = ‖(xy + αy)∗(xy + αy)‖ = ‖y∗(T ∗Ty)‖

≤ ‖y∗‖‖T ∗Ty‖ ≤ ‖T ∗T ‖‖y‖2

7$������

‖ T ‖2= ( sup
‖y‖≤1

‖ Ty ‖)2 ≤‖ T ∗T ‖≤‖ T ∗ ‖‖ T ‖ j_k

�� ��� �� �� ‖ T ‖=‖ T ∗ ‖ �$��� F
 )‖ T ∗ ‖≤‖ T ‖ �� ����� �K�-
 ��
 �K�$� !� �� ‖ T ‖≤‖ T ∗ ‖ �&� �

h$ x→ lx �� *�� p,�� .Ã �� 7�����$� C$�� �� ��� �� N�K
��� )‖ T ‖2=‖ T ∗T ‖ ����� �K�-
 j_k

� )*�� *��| �/I � ���� �1�Q����:�−∗

_cn



X �� t3���  � K 3 �a � aI �
��
 �
� � � �3� ��
�� 
 ����  � X 5 � � � Q�� ����� �����

�
 ��
 <��%� J�
9 αx + βy ∈ K ��" �]��� α, β > 0 3 x, y ∈ K '
 �� X '
 �
 ���.]���' ��%� 4�"�


�"�
 X �
 �a�aI �R*  %
�&  � f �7
 <�W� �
��� �
 /8α > 03 x, y ∈ K #�7�2 αx ∈ K 3 x+ y ∈ K

#��� ��I
� �
 #�C�� �"�
 X �� t3���  � K �7
 /��
 X �� t3���  � {x ∈ X : f(x) ≥ 0} #�C��

α, β > 0 3 y ≺K v 4x ≺K u �7
 3 ��
 ��%�� �R

�  � y − x ∈ K �R
�, �
 x ≺K y �R

� �� ��"��

/αx+ βy ≺K αu + βv #�C��

�2� �]��� x ≺K y #�7�2 5���7 ��W� K t3��� �
 ��B� 
� X �
 f �a�aI �R*  %
�& ����� �����

/f(x) ≥ 0 #�C�� x ∈ K �7
 <��%� ��	 �
 �� f(x) ≤ f(y)

/�"�
 X �� t3���  � K 3 X �a�aI ��
��
 ���� '
 ��
��
 ������'  � Y 5���7 ����� 	
��

/(z +K)
⋂
Y �= ∅ 4z ∈ X�2 �
'
 �
 3 #��
 ��W� K⋂

Y t3��� �
 ��B� Y �
 f �R* %
�& 5��� Q��

5��
� 4x ∈ X �2 �
'
 �
 3 #��
 ��W� K t3��� �
 ��B� �� �B2 X�
 F �R*  %
�& N��E J�
 ��

/F (x) = f(x)

h$ Fα� Y G��� X !� �$�4Q�$! Xα (� �� �� 	��� (Xα, Fα) i��!� "��8� �$���' P �$��' �
����

.x ∈ K
⋂
Xα � � "�!� � � � Fα(x) = f(x), x ∈ Y � � "�!� � � � � "�� B � � 	 �� � Xα � � � � � h � ��  

+��H �� P �� �� ≤ ����� )(Y, f) ∈ P �= ∅ �� *1=,�� )Fα(x) ≥ 0

(Xα, Fα) ≤ (Xβ , Fβ) ⇐⇒ Xα ⊆ Xβ, Fβ |Xα= Fα

"���� (� �� �M �
 ��K
! �� � ���� P �� �6�� 9� � ����� h$ ≤ �� ����� �	$� �-I��� )�$��'�� �%
 ��

(�?
 *�� �Q�� )	����� (X0, F ) 	�
�� ���:�1��� �43 "���� P (�! �� �� ��� 7$������ )*�� \�� 	�� h$

������ ���5 )*�� ����� z ∈ X\X0 7$���� � � )jC8� w�Qk 	��� 
 7��A ���� w�Q )X0 = X ����

� X1 = X0+ < z >

μ = inf
y−z∈K

y∈X0

F (y) , λ = sup
z−y∈K

y∈X0

F (y)

_c_



)	�����:
 �M �%
 ���� "���3�:K� ��$! .−∞ < λ� μ <∞ �$���

�!�"
#

(z +K) ∩ Y �= ∅ ⇒ ∃k1 ∈ K, ∃y1 ∈ Y, z + k1 = y1
Y⊆X0=⇒ y1 ∈ X0, y1 − z = k1 ∈ K

(−z +K) ∩ Y �= ∅ ⇒ ∃k2 ∈ K, ∃(−y2) ∈ Y,−z + k2 = −y2 =⇒
Y⊆X0

y2 ∈ X0, z − y2 = k2 ∈ K

	

� z − y1 ∈ K �� *1� y1 ∈ X0 N�:$�
�� �<T?� *�H�� �� �� � ��>
� λ > μ �'� �� $! .λ ≤ μ �$���

F
 .F (y2) < F (y1)� y2 − z ∈ K �� *1� y2 ∈ X0 N�:�0�$� �<T?� *�H�� �� ��� �K�$� !� � μ < F (y1)

@�I )*�� y5�� h$ �� F (y2 − y1) = F (y2)− F (y1) < 0� y2 − y1(∈ X0) = (y2 − z) + (z − y1) ∈ K

����, �� X1 �� �� F1 ��� h��� � λ ≤ t ≤ μ �� ���� ���-�� (��A �� t �'�

F1(x) =

⎧⎨⎩
F (x) x ∈ X0

t x = z

(X0, F ) (��� @�:�1��� �� y5��-� 7$� �� (X0, F ) � (X1, F1) ∈ P *��� ������ ��>
� �$��>� �%
 ��

)*��

�'� )α ∈ R � y ∈ X0 (� �� �� x = y + αz ∈ K⋂
X1 �$��' �!�"
#

I : α = 0⇒ x = y ∈ K
⋂
X0 ⇒ F1(x) = F (y) ≥ 0

II : α > 0 ⇒ x

α
= z − (− y

α
) ∈ K, (− y

α
) ∈ X0 ⇒ F (− y

α
) ≤ λ ≤ t⇒ F1(x) = F (y) + αt ≥ 0

III : α < 0 ⇒ x

−α = (− y
α

)− z ∈ K, (− y
α

) ∈ X0 ⇒ F (− y
α

) ≥ μ ≥ t⇒ F1(x) = F (y) + αt ≥ 0

	

� )	����� ]�8�� [��� F � X0 = X .GB�� C8� w�Q 7$������

#�C�� σ(y) ≥ 0 3 σ(x) ≥ 0 �7
 <�I /��"�
 A ���−B∗ '
 �����2 ��E��� y 3 x 5���7 ����� 	
��

/8��
 �U���� �a�aI ���  � σ(z) ��� �2 �� ��
 ��%� J��
 σ(z) ≥ 0 N����9 σ(x+ y) ≥ 0

)‖ x ‖= ρ(x) �& � * �� � - � �� � x (� A )* �� ���	 I�� A �= 0 � � �� : 
 w� Q (��  � � �
� �� �

x′ = λ(x + εe) � '� � � � � � �� � �� � - �� (� � A �� λ > 0 �	 3 )	 �� � ��� T �� ε > 0 � $� � '

_cc



)jρ(y′) =‖ y′ ‖� ρ(x′) =‖ x′ ‖ �& � � 	 
�� - � �� � y′, x′k ρ(x′), ρ(y′) < 1 �� > 
� y′ = λ(y + εe)�

�& � � .λε ≤ σ(x′) = λ(σ(x) + ε) ≤ ρ(x′) < 1 �$���k 0 < σ(e − y′) < 1 � 0 < σ(e − x′) < 1 7$�� �� � �

� ρ(e− x′) < 1 7$������ )j0 < σ(e− y′) < 1 9� � 7�:� �� � .0 < σ(e− x′) = 1− σ(x′) ≤ 1− λε < 1

�&� � �-���� x′ + y′ �� �K
� !� @�I )ρ(e− x′+y′

2 ) ≤ 1
2ρ(e− x′) + 1

2ρ(e− y′) < 1 F
 )ρ(e − y′) < 1

O�$��� *�� �S�SI σ(x′ + y′)

1− σ(
x′ + y′

2
) ≤| 1− σ(

x′ + y′

2
) |=| σ(e− x′ + y′

2
) |< 1

σ(x + y) > −2ε �$ � λ[σ(x + y) + 2ε] = σ(λ(x + y + 2εe)) = 2σ(x
′+y′

2 ) > 0 F
 )σ(x
′+y′

2 ) > 0 �&� �

� )σ(x + y) ≥ 0 *��� ������ ε > 0 (��� ���T�� ��� �� ��

/x = 0 #�C�� 4σ(x∗x) ≤ 0 �� �"�
 A ���−B∗ '
 ���� x �7
 ����� ��

)	
��-���� k, h (� �� �� x = h + ik ��1$�
�� )*�� ���	I�� A �= 0 �� ��:
 w�Q (�� �� �
����

��>
� A0 = [e, h] �'�k σ(h2) ≥ 0 *�� �-���� h (�A )x∗x+ xx∗ = 2(h2 + k2) �&� � x∗ = h− ik �$���

9� � 7�:� �� � j σ(h2) = σA(h2) = σA0(h2) = {f(h2) : f ∈M(A0)} = {| f(h) |2: f ∈ M(A0)} ≥ 0

� � � ��  � � � �� )σ(x∗x + xx∗) ≥ 0 jb)f)fk � � 4 5 � � � � � 	 
�� - � �� � � � 
 k2, h2 (� A @� I )σ(k2) ≥ 0

@�I )σ(−xx∗) ≥ 0 �$ σ(xx∗) ≤ 0 w�Q �� ��� �� �&� � .σ(x∗x)
⋃{0} = σ(xx∗)

⋃{0} je)c)`k "��45

)σ(x∗x) = σ[(x∗x+ xx∗) + (−xx∗)] ≥ 0 jb)f)fk��45 �� ��� �� 	
��-���� −xx∗ � (x∗x+ xx∗) (�A

� . ‖ x ‖2=‖ x∗x ‖= ρ(x∗x) = 0 �&� � .σ(x∗x) = {0} 7$������

/σ(x∗x) ≥ 0 5��
� A ���−B∗ '
 x �2 �
'
 �
 ����� ��

�� �	� 	��� �-1� ��� �$! A0 = [e, x∗x] �$��' )*�� ���	I�� A �= 0 �� ��:
 w�Q (�� �� �
����

Z��:�
W	
�08' ��45 �� ��� �� � ���� ���	I�� �$�K��� ���−B∗ h$ A0 )	��� x∗x �-���� �43 �8���

(x∗x)̂ �� � � � � $ σ(x∗x) * �� � - � �� � x∗x (� A )"� - ��� $� � 1 � Q�� ��� $�−∗ �� B � � A0
∼= C(M(A0))

� � �- � ��� �H� � 3 h, k ∈ A0 +��H 7 $� �� )k̂ = [(x∗x)̂]−� ĥ = [(x∗x)̂]+ ���� � � ��� 5 )*�� �S�SI

�$��� � jσ(k) ≥ 0 9� � 7�:� �� � σ(h) = σA0(h) = ĥ(M(A0)) ≥ 0 [5�� ��k 	������ �0��� 
 C�B

7$�� �� � � � y∗y = kx∗xk = k(h − k)k = −k3 �$��� )y = xk ��1$�
�� )hk = kh = 0 � x∗x = h − k

_c`



� (x∗x)2 = x∗x(h − k) = x∗xh F
 )xk = y = 0 je)f)fk �� �� ��� �� F
 )σ(y∗y) = −σ(k3) ≤ 0

j�&� � ĥ(f) = 0k ��>
� (x∗x)̂(f) ≤ 0 �'� 7$������ )f ∈ M(A0) �� "��� [(x∗x)̂(f)]2 = (x∗x)̂(f)ĥ(f) �&�

� )σ(x∗x) := σA(x∗x) = σA0(x∗x) ≥ 0 �$ � .f ∈M(A0) "��� (x∗x)̂(f) ≥ 0 F
 )(x∗x)̂(f) = 0

/��
 ���a�� A �
��I
3 ���−B∗�2 ����� 	�
��

)	��� x∗x �-���� �43 �8���� �	� 	��� �-1� ��� �$! A0 = [e, x∗x] � ���T�� x ∈ A(�= 0) �$��' �
����

F
 )σA(x∗x) ≥ 0 jd)f)fk �� �� ��� �� � *�� ���	I�� �$�K��� ���−B∗ h$ A0

σA0(e+ x∗x) = 1 + σA0(x
∗x) = 1 + σA(x∗x) �= {0}

A �� e + x∗x �& � � −1 /∈ σA0(x∗x) = σA(x∗x) 7 $�� �� � � )* �� � $& 
 E� / � � A0 �� e + x∗x �& � �

� )*�� (��S-� A ���$ 7$� � ���� �$&
E�/��

� � �B2 y ∈ A �� � �� 2 ��� #� C �� 4σ(x) ≥ 0 3 A� � �−B∗ '
 � � � �� 2 ���� x � 7
 "���� ��

/x = y2 = y∗y

)*�� 	I�� "���� A �= 0 �� ��� w�Q (�� �� �
����

� $��� A1 = A ⊕ {λe} �� 	 �� � 	 I�� (�	 � A � ��� 5� � ���	 I�� * �� I �� � / I � '� �� $! �! � "
 #

�� *1� (y, λ) = (y∗, λ) ∈ A1 F
 )(x, 0)∗ = (x, 0) � σ(x) := σA1(x, 0) ≥ 0

(x, 0) = (y, λ)(y∗, λ) = (yy∗ + λy∗ + λy, | λ |2)

	 )x = y∗y � y∗ = y .λ = 0 F


�$�K��� ���−B∗ h$ A0 )	��� x �-���� �43 �8��� �� �	� 	��� ��� �$! A0 = [e, x] ������ w�Q

(� A )"� - ��� $� � 1 � Q�� ��� $�−∗ �� B � � A0
∼= C(M(A0)) Z�� : � 
W	 
� 0 8 ' � � 4 5 � � � � � �& � � * ��

�-���� �43 	
�08' G$	� .M(A0) �� �-���
 ���� ŷ =
√
x̂ 7$������ )x̂ ≥ 0 �&� .σA0(x) = σA(x) ≥ 0

� )x = y2 = y∗y �&� ŷ2 = x̂ (�A )*�� y ∈ A0

������'  � HA9�"�
 A �����2 �E��� ���� ���.]� HA 3 ���−B∗ � A 5���7 �#���� 	�
��

'
 #�" -�1_&9 x∗x �E��� ���� ����3 �
 #�" ��0�& K ⊆ HA t3��� N��E J�
 �� /8��
 A �a�aI

_cf



/{x ∈ HA : σ(x) ≥ 0} '
 ��
 N���� 8αi ≥ 0 3 xi ∈ A �� �� ��
∑
αix

∗
i xi �2���� ��2n.� -E�I ����

x∗x �E��� ���� ����3 �
 #�" ��0�& K0 ⊆ HA0 t3��� #�C�� �"�
 A ��B
 �����'−∗ � A0 �7
 J�
�
��


�
 ��
 �

�
 (x ∈ A0)

K0 = K
⋂
HA0

N��E J�
 �� /�"�
 e -��" A ��B
 �����'−∗ � A0 3 �
��I
3 ���−B∗ � A 5���7 ������ 	
��

4x ∈ A0 � 2 �
'
 � 
 � � ���	 � 
 ��
 ���� � A � 
 F ��W �  % 
� & A0 � 
 f ��W �  % 
� & � 2 �
'
 � 


/F (x) = f(x)

� Y = HA0 .X = HA ���� �� ���5 �
����

K = {x ∈ HA : σ(x) ≥ 0} =
{ ∑
 ����


αix
∗
i xi : αi ≥ 0, xi ∈ A

}
���T� �� *�1
 �� *�� �S�SI ��� h��� h$ f |Y � ���� X �S�SI "�4Q �S�SI "�4Q�$! h$ Y

K
⋂
Y = K0 = {

∑
 ����


αix
∗
i xi : αi ≥ 0, xi ∈ A0}

� $��� ��� � � Q� � �	 5 � � "� �N "�� � )* �� � S � S I σ(z) .z ∈ X = HA � � "�!� � � � �� )* �� * � o �

��� h��� jf)f)fk ��45 �� ��� 7$������ )Ne = z + (Ne− z) ∈ (z +K)
⋂
Y �= ∅ �&� � .Ne− z ∈ K

�Q�� (���� )x ∈ K �� "��� F (x) ≥ 0 � x ∈ Y = HA0 �� "��� F (x) = f |Y (x) �� *1� X �� F �S�SI

+��H �� A �� �� F *��

F (x) := F (x1) + iF (x2) (x = x1 + ix2, x1, x2 ∈ HA)

� )���� [��� 

�
 ��W� ��S1%
�& ���� ���.]� P0 5���Q�� /�"�
 �
��I
3 ���−B∗ � A �= 0 5���7 ������ 	
��

����� D�E ‖ x ‖2=‖ x∗x ‖ �R

� �� �� A F�� N��E J�
 �� /������ D�E f(e) = 1 t�" �� �� �"�
 A

!5��
� 3 #�" J��%& ��� �
 �XV��

‖ x ‖= sup
f∈P0

[f(x∗x)]
1
2

_cb



�$��� f ∈ P0 �� "�!� �� )�$��'�� �%
 �� *��| �� x ∈ A �
����

f(x∗x) =| f(x∗x) |≤ f(e) ‖ x∗x ‖=‖ x∗x ‖=‖ x ‖2

)‖ x∗x ‖= ρ(x∗x) � $��� * �� � - � �� � x∗x (� A � > $� V� B !� )supf∈P0
[f(x∗x)]

1
2 ≤‖ x ‖ 7 $�� �� � � �

.σA0(x∗x) = σA(x∗x) ≥ 0 �� 7$� � A0 = [e, x∗x] ���	I�� � �$�K��� ���−B∗ 7-Q�' �%
 �� �� 7$������

.z ∈ A0 � � "�!� � � � � � K 
� !� � f0(e) = 1 � �� )f0(x∗x) = ρ(x∗x) � � * �� �� �� � f0 ∈ M(A0) � 4 3

j__)f)fk��45 �� ��� � ���� A0 �� *�o� h��� h$ f0 F
 )f0(z∗z) ≥ 0 �$��� .σA0(z∗z) = σA(z∗z) ≥ 0

7 $�� �� � � )F0 ∈ P0 � $��� .F0(e) = f0(e) = 1 (� A )	 �� $ � � [ � ��  A � � F0 * � o � h � ��  � �

� )*�� *��| �/I � supf∈P0
[f(x∗x)] ≥ F0(x∗x) =‖ x∗x ‖=‖ x ‖2

��R
 B(H) � '
 �
��B
 ��� ��'−∗ �
 A ��� B∗ �2 8s��.�� l���U�7 [��.� �= ��>9 ������ 	
��

/��
  �����3@�
 l −∗ ����3@�


� � � WB∗ h $ �� "� - ��� $� � 1 � Q�� ��� $�−∗ �� � � (��  � � �� 	 I�� (�	 � � � �WB∗ � � (� A �
� �� �

"��8t � "� 3� :K� P0 � $� � ' )*�� �0H C ��T� � ���	I�� A �� ��� w�Q (��  �� �& � 	 
�? 
 ��� 	 I��

X $� : 
 j__)`)fk "� � 4 5 � � � ��  � � f ∈ P0 � � "�!� � � )f(e) = 1 � � 	 �� � A � � f * � o � "� M / � ��  

�� "�!� �� �� "���� *�� ����� jHf , <,>fk +��8�� "�4Q h$ �� ξ0f "��� ����� �� x → T fx "���

���� f ∈ P0 .x −→ T fx "�� X$�:
 ��S-1� [:� GH�I x −→ Tx �$��' )f(x) =< T fx ξ
f
0 , ξ

f
0 >f .x ∈ A

A !� "�-���$� �1�Q�����$� W∗ h$ x −→ Tx �� ������ (�?
 )	��� ����! +��8�� "�4Q jH,<,>k �

� *�� B(H) "� �� A !� �1�Q����:� W∗ h$ *��>
 7$� �� �$����� (�?
 ;q �5 )	����� B(H) "� ��

�&� � .1 = f(e) = ‖ξf0 ‖2 �$��� f ∈ P0 �� "�!� �� )*�� "�-���$� h$ 7$� �� ���� (�?
 *�� �Q�� 7$������

f(x∗x) = < T fx∗xξ
f
0 , ξ

f
0 >f=< T fx ξ

f
0 , T

f
x ξ

f
0 >f=< TxSfξ

f
0 , TxSfξ

f
0 >

≤ ‖Tx‖2‖Sfξf0 ‖2 = ‖Tx‖2‖ξf0 ‖2f = ‖Tx‖2 ≤ ‖x‖2

j_c)f)fk "��45 �� ��� �� F


‖x‖2 = sup
f∈P0

f(x∗x) ≤ ‖Tx‖2 ≤ ‖x‖2

_ce



� )‖Tx‖ = ‖x‖ �&� �

"����� �� ���W∗ h$ N�
 �'� �� ���
 N�8�� �
\�B +	� "��� �/�01#

‖x∗x‖ ≥ C‖x‖2

��$ N�
 �� �<T� )	�$�'�� F
�� "����� W∗ �� �$����� 7��A ) *�� ��� WB∗ h$ ��>
� . 	�� s	H

�� 	��� 4t3 + 2t2 − t − 1 = 0 �S�SI "�?$� t0 = 0/676... (� �� �� C > t0 �'� �� *�� ���� *��| �

���W∗�� �� *�� ���� (�?
 � �-����� (��� !� ��
 �� ��� 7$� � ��$ FL� )*�� ���WB∗ h$ F
�� ���W∗

)*�� ���WB∗ h$ F
��

�/��� �4�<> B% -S/��� .�#

ξ ∈ H �2 �
'
 �
 #�7 �2 5���7 ��W� �C�.�  � 
� T ∈ B(H) �C�.� ����� �����

< Tξ, ξ >≥ 0

5��
� 4ξ ∈ H �2 �
'
 �
 ��;

< T ∗ξ, ξ >=< ξ, T ξ >=< Tξ, ξ >

/��
 �����2 ��W� �C�.� �2 ��%� 4T ∗ = T 
Z0

'
 ��
 N���� A��W� �E��� ����.]� �"�
 ���lB∗ � A �7
 ����� �����

PA = {x ∈ HA : σ(x) ≥ 0}

N��E J�
 �� /�"�
 B(H) ��& �
 A '
 5B�����3@�
 l∗ � T 3 ���lB∗ � A 5���7 ����� 	
��

�c� �� �
 h*H
 /B(H)'
 T (A) ��� ��' �
 b�%�� ��W� ��2�C�.� ����)� ����.]� �
 ��
 �

�
 T (PA)

/��"�
 �� ��W� ��2�C�.� �pa�>� ��W� �E��� B(H) �� ���.2 �C�.� J���7

Yood �

Yood �
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7$������ )a = b∗b �� *1� b ∈ A �-���� �43 jg)f)fk "��45 �� ��� �� )a ∈ PA �$��' �
����

< Taξ, ξ >=< Tb∗bξ, ξ >=< Tbξ, Tbξ >≥ 0 (ξ ∈ H)

)*�� *�o� �>8:3 h$ Ta ���$

�$��� .ξ ∈ H �� "�!� �� )a ∈ PA ������ (�?
 � ���� *�o� �>8:3 h$ Ta ������ w�Q .F/����

0 ≤< Taξ, ξ >=< ξ, Ta∗ξ >= < Ta∗ξ, ξ > =< Ta∗ξ, ξ >

�$ �

< Ta−a∗ξ, ξ >= 0

� ��� � h, k ∈ PA (� �� � � a = h − k � $��� (� � �� )a ∈ HA � � � $ .a = a∗ �& � � Ta−a∗ = 0 F 


�S�SI â(M(A0)) = σA0(a) = σA(a) (�A � A0 = [e, a] 	��� ���5 	��� ��	I�� A �= 0 �'�k hk = kh = 0

�� ��� )A1 = A⊕ {λe} 	��� ���5 	���
 ��� 	I�� A �'� )k̂ = (â)− � ĥ = (â)+ ���� ���5 *�� �Q�� *��

�� 	�-1� (h, λ), (k, μ) ∈ PA1 �H��3 ���� *��I

(a, 0) = (h, λ)− (k, μ) , (h, λ)(k, μ) = (k, μ)(h, λ) = (0, 0)

�$��' )jhk = kh = 0 � a = h − k. h, k ∈ PA 7$�� �� � � )λ = μ = 0 �$��� .λμ = 0 � λ − μ = 0 (�A

�K�$� !� �� Tk3 �= 0 �&� � .j‖k3‖ = ρ(k3) = ρ(k)3 = ‖k‖3 �= 0 ��$!k k3 �= 0 7$������ jC8� w�Qk k �= 0

.k3 ∈ PA (�A *1T
 *:15 �� ��� �� ��� )〈Tk3ξ0, ξ0〉 �= 0 �� *1� ξ0 ∈ H. jc)c)fk �� �45 �� ��� ��

��>
� .ξ1 = Tkξ0 ������ ���5 �'� @�I )〈Tk3ξ0, ξ0〉 > 0 F
 )〈Tk3ξ, ξ〉 ≥ 0 (ξ ∈ H) �$���

< Tkξ1, ξ1 >=< Tk2ξ0, Tkξ0 >=< Tk3ξ0, ξ0 >> 0

7$������ )Thξ1 = Thkξ0 = 0 ��t�

< Taξ1, ξ1 >=< Th−kξ1, ξ1 >= − < Tkξ1, ξ1 >< 0

�$��� 7$������ )*�� y5�� h$ 7$� ��

k = 0 , a = h− k = h ∈ PA

_ca



�

(�$� 
 �� *�� 7:$�
W(�Q "����� "�$�%
 �� �$�������� "���� �� �$! "��45 �� �� XT� 7$� ���;�
)��
�����

K = {x ∈ A : ‖x‖ ≤ 1} �� �= �B
 �I
3 ��7 �7
 �S�& 3 �7
 ��
 �
��I
3 A ��� l B∗ ����� 	
��

/�"�
 8�u�P9 <����B�
 ��Ra� �
�
�

�� e = 1
2 (x+ y) �$��' )A �= 0 �� ��� w�Q (�� �� )	��� e 	I�� "���� A ������ w�Q �	-�� �
����

.u∗ = u �$��� )v = 1
2 (y + y∗) � u = 1

2 (x+ x∗) ������ ���5 )x = y = e ���� (�?
 	$�� )x, y ∈ K (� ��

�$�K������ W B∗�$! h$ A0 = [e, u, v] 7$������ � uv = vu F
 u = 2e− v (�A )e = 1
2 (u+ v) � v∗ = v

������ (�?
 )"�-���$� �1�Q�����$� −∗ ���� A0
∼= C(M(A0)) �$��� Z��:�
 W 	
�08' "��45 �� ��� )*��

�$��� u = v = e �&� � .û = v̂ = 1 �� ���

‖û‖∞ = ‖u‖ ≤ 1 , ‖v̂‖∞ = ‖v‖ ≤ 1

	��� f0 ∈ M(A0) �'� )v̂ ≤ ‖v̂‖ ≤ 1 � û ≤ ‖û‖∞ ≤ 1 �&� � 	
��S�SI ����� û, v̂ 	�-1� �-���� u, v (�A

��>
� .û(f0) < 1 ��

1 = ê(f0) =
1
2
(û(f0) + v̂(f0)) < 1

)xx∗ = x∗x F 
 ) x∗ = 2u − x = 2e − x � u = e �& � � .û = 1 7 $�� �� � � )* �� y 5� �  h $ 7 $� � �

���� A1 = C(M(A1)) 	
�08' *��>
 *= �&� � *�� �$�K��� ���−B∗�$! h$ A1 = [e, x, x∗] (����

f ∈M(A1) �� "�!� �� 7$������ )"�-���$� �1�Q�����$�−∗

1 = ê(f) =
x̂(f) + (̂x∗)(f)

2
=
x̂(f) + x̂(f)

2
= Rex̂(f) ≤ |x̂(f)| ≤ ‖x̂‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ 1

(�A @�I )Rex̂(f) = 1 �&� �

1 = Rex̂(f) ≤
√

[Rex̂(f)]2 + [Imx̂(f)]2 = |x̂(f)| ≤ ‖x̂‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ 1

�&� � Imx̂(f) = 0 �$���

x̂(f) = Rex̂(f) = 1 (f ∈M(A1))

_cg



)*�� K @���-1�� "��S
 h$ e �&� � y = e �$��� (��S �� )x = e �$ � x̂ = 1 = ê 7$������

)������ *��| �� �$! "���� �	-�� ��45 F/3 +��|� "���

3 x∗x #�C�� �"�
 K = {x ∈ A : ‖x‖ ≤ 1} <����B�
 ��Ra�  � x �=Ra� 4A ��� lB∗ �� �7
 ����� ��

/��"�
�� ���X& xx∗

���	 I�� A � '� � A0 = [e, x∗x] 	 � �� ��� 5 	 �� � ���	 I�� A � '� )x �= 0 � � �� � w� Q (��  � � �
��� �

� �� � � �& � � *�� �$�K��� ��� W B∗ � $! h$ A0 .*�� �-���� x∗x (�A )A0 = [x∗x] 	��� ��� 5 	��� 


"� - ��� $� �� � � C0(M(A0)) � � N�t� * �� I �� � C(M(A0)) � � @�t� * �� I �� Z�� : � 
 W 	 
� 0 8 ' "� � 4 5

ynx
∗x −→ x∗x .‖yn‖ ≤ 1 �� *1� A0 �� �-���� �H��3 !� yn "����
� *��I �� �� )*�� h�Q�����$�−∗

)y2
nx

∗x −→ x∗x �

)M(A0) �= ∅ ������ (�?
 �	-�� )	���
 ���	I�� A �$��' )yn = e 	��� ���5 	��� ���	I�� A �'� �!�"
#

N� 
 � � A1 = A ⊕ {λe} � � � WB∗ �� ���	 I�� � � � WB∗ � $! h $ A′
0 �� > 
� A′

0 = [(1, 0), (x∗x, 0)] � '�

� 	����� ‖|(x, λ)‖| = ‖�(x,λ)‖

0 ≤ σA1 = σA′
0
[(x, 0)∗(x, 0)] = {f ′((x, 0)∗(x, 0)) : f ′ ∈M(A′

0)}

�� *1� f ′
0 ∈ M(A′

0) �&�

f ′
0(x

∗x, 0) = f ′
0((x, 0)∗(x, 0)) = ρA′

0
((x, 0)∗(x, 0)) = ρA′

0
(x∗x, 0) = ‖|(x∗x, 0)‖| = ‖x∗x‖ = ‖x‖2 > 0

���� ���5 �'� (����

f0(z) = f ′
0(z, 0) (z ∈ A0)

�� � � A0
∼= C0(M(A0)) Z�� : � 
 W	 
� 0 8 ' "� � 4 5 � � � � � (� � �� ) f0 ∈ M(A0) �= φ P� ,� � � �� > 
�

"���?Q "���3�:K� )"�-���$� �1�Q�����$�−∗

Kn = {f ∈ M(A0) : |f(x∗x)| ≥ 1
n
} (n = 1, 2, · · ·)

D8-T� � �S�SI ����
� �� ��� l���k Kn ≺ ŷn �� *1� yn ∈ A0 (��$�� �� �� ��� ) �$��'�� �%
 �� ��

)j7$���
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�&� � ‖ŷ2
n(̂x∗x)− (̂x∗x)‖∞ < 1

n � ‖ŷn(̂x∗x)− (̂x∗x)‖∞ < 1
n �$���

‖yn(x∗x)− (x∗x)‖ < 1
n
→ 0 , ‖y2

n(x
∗x)− (x∗x)‖ < 1

n2
→ 0

	 )	������ �-���� ��yn ∈ A0 �&� 	�-1� �S�SI 0 ≤ ŷn ≤ 1 (�A

� σA0(x∗x) ≥ 0 (�A )	��� {0, 1} "�3�:K� �$! (̂x∗x) ��� ��' �� *�� �$�< h$ x∗x �43 P�,� ��

f ∈ M(A0) � 0 < t < 1 �$��' )*�� [0, 1] "�3�:K� �$! (̂x∗x) ��� �&� . ‖x̂∗x‖∞ = ‖x∗x‖ = ‖x‖2 ≤ 1

.â(f0 > 0) �� "���� *1� a ∈ A0 �-���� �43 7$������ )jC8� w�Qk (̂x∗x)(f0) = t �� "����

‖(yn − a)2(x∗x)‖ ≤ 1 , ‖(yn + a)2(x∗x)‖ ≤ 1

�$��� �!�"
#

{f0}︸︷︷︸
���-.

⊆ {f ∈M(A0) : ̂(x∗x)(f) <
1 + t

2
} = U︸︷︷︸

���

�$��� f ∈M(A0) �� "�!� �� )a = (
√

2
1+t − 1)b ������ ���5 ){f0} ≺ b̂ ≺ U �� *1� b ∈ A0 7$������

I : f /∈ supp(b̂) =⇒ |ŷn(f)± â(f)|2| ̂(x∗x)(f)| = |ŷn(f)|2| ̂(x∗x)(f)| ≤ 1 j_k

f ∈ supp(b̂) =⇒ |ŷn(f)± â(f)|2| ̂(x∗x)(f)| ≤ (1 +

√
2

1 + t
− 1)2

1 + t

2
= 1 jck

7$������ )‖b̂‖∞ = 1 ��$!

1 ≥ ‖(yn ± a)2x∗x‖ = ‖(yn ± a)x∗x(yn ± a)‖ = ‖[x(yn ± a)]∗[x(yn ± a)]‖ = ‖x(yn ± a)‖2

�$��� .*�� �$�K��� A0 �/�$� � ��yn ]�T-
� �� ��� �� �>$� V�B !� )x(yn ± a) ∈ K �&� �

‖xyn − x‖2 = ‖(xyn − x)∗(xyn − x)‖ = ‖(ynx∗ − x∗)(xyn − x)‖

= ‖ynx∗xyn − ynx∗x− x∗xyn + x∗x‖

= ‖y2
nx

∗x− 2ynx∗x+ x∗x‖ −→ 0 (n→∞)

	

"��S
 h$ x � x = 1
2 [(x+ xa) + (x− xa)] (�A @�I )x± xa ∈ K 7$������ )x(yn ± a) −→ x± xa �&� �

h$ 7$� �� (̂x∗x)â = 0 � x∗xa = 0 �&� � xa = 0 F
 )x = x + xa = x − xa �$��� .*�� K @���-1��

_`_



h$ x (�A .xx∗ ���� �� )*�� �$�< h$ x∗x 7$������ )â(f0) > 0 � (̂x∗x)(f0) = t > 0 ��$! *�� y5�� 

)*�� �$�< h$ xx∗ = (x∗)∗x∗ s�Q *��I �� ��� �K�-
 �� � .*�� 7��A ��
 x∗ �&� *�� K @���-1�� �� �S


�

�7
 #�C�� �"�
 K = {x : ||x|| ≤ 1} <����B�
 ��Ra�  � x 4A ���lB∗ �� �7
 ����� ��

B := (1 − xx∗)A(1 − x∗x)

8��"�
�� b− ba 3 b− ab 4b(1− a) 3 (1− a)b �]��
 �� 9 /B = 0 5��
�

�$��� )‖a‖ < 1 �� ��� w�Q (�� �� )a = 0 ���� (�?
 	$�� )a ∈ B �$��' �
����

‖(x± a)‖2 = ‖(x± a)∗(x± a)‖ = ‖x∗x+ a∗a± (x∗a+ a∗x)‖ j_k

jb)d)`k �� �� ��� .y ∈ A h$ "�!� �� a = (1− xx∗)y(1− x∗x) (�A

xx∗a = (xx∗ − xx∗)y(1− x∗x) = 0

� a∗xx∗a = 0 7$������

‖x∗a‖2 = ‖(x∗a)∗(x∗a)‖ = ‖a∗xx∗a‖ = 0

*��
 �$! +��H �� (�� �� �� j_k F
 )a∗x = (x∗a)∗ = 0� x∗a = 0 �&�

‖x± a‖2 = ‖x∗x+ a∗a‖ jck

+��8�� "�4Q h$ �� T � P "���>8:3 (���3 �� (�� �� �� a∗a � x∗x �H��3 Z��:�
 W	
�08' "��45 �� ���

��$! .PT = TP = 0 �$��� .��;3 �� )*�� �$�< h$ P �� *Q�' �%
 �� H

a∗ax∗x = a∗(ax∗x) = a∗(1 − xx∗)y(x∗x− x∗x) = 0

�

x∗xa∗a = (a∗ax∗x)∗ = 0

_`c



‖T ‖ = ‖a∗a‖ = ‖a‖2 ≤ 9� � 7�:� �� � ‖P‖ = ‖x∗x‖ = ‖x‖2 ≤ 1 ��$!k )‖T ‖ ≤ 1 � ‖P‖ ≤ 1 ��;3 ��

ξ = ξ1 + ξ2 ��0��<=�� +��H �� ξ ∈ H �43 �� +��H 7$� �� )H2 = H⊥
1 � H1 = PH ���� ���5 �'� )j1

)pξ2 = 0 � ξ1 ∈ H1 (� �� �� ����� �-��


�& � � Pηn = P 2ηn −→ Pη �� > 
� Pηn −→ η � ηn, η ∈ H � '� �� $! * �� � - 1 � H1 = PH �! �"
 #

�-��
 ξ = ξ1 + ξ2 ��0��<=�� +��H �� ξ ∈ H �43 �� � H = H1⊕H⊥
1 = H1⊕H2 F
 )η = Pη ∈ H1

.η ∈ H �� "�!� �� �� �K
� !� � Pξ ∈ H1 � ξ = Pξ + (ξ − Pξ) (�A )ξ2 ∈ H2 � ξ1 ∈ H1 (� �� �� �����

< ξ − Pξ, Pη > = < ξ, Pη > − < Pξ, Pη >=< ξ, Pη > − < ξ, P ∗Pη >

= < ξ, Pη > − < ξ, P 2η >= 0

	 )Pξ2 = Pξ − P 2ξ = 0 �&� � .ξ2 = ξ − Pξ � ξ1 = Pξ �$��� .ξ − Pξ ∈ H⊥
1

�$��� .ξ ∈ H �� "�!� �� F
 )Tξ1 = TPξ1 = 0 � Tξ2 = (I − P )Tξ2 ∈ H2 7$������

‖(p+ T )ξ‖2 = ‖Pξ1 + Tξ2‖2 = ‖Pξ1‖2 + ‖Tξ2‖2

≤ ‖P‖2‖ξ1‖2 + ‖T ‖2‖ξ2‖2 ≤ ‖ξ1‖2 + ‖ξ2‖2 = ‖ξ‖2

(� A @� I )x ± a ∈ K � � �� �� � � K � - 
 jck !� F 
 )‖x∗x + a∗a‖ ≤ 1 � ‖P + T ‖ ≤ 1 �& � �

� )a = 0 �$� .x = x+ a = x− a �$��� .*�� K @���-1�� "��S
 h$ x = 1
2 [(x+ a) + (x− a)]

/‖x+ y‖ ≥ ‖x‖ #�C�� ��"�
 A '
 ��W� ��E��� x, y 3 ���lB∗ � A �7
 ����� ��

X$�:
 "��45 �� ��� �� @�I )*�� A !� *�o� "�<�3 ��
 x + y jb)f)fk "��45 �� ��� �� �
����

Tx j`)b)fk "��45 ����� )	��� B(H) "�-� A !� "�-���$� �1�Q����$�−∗ h$ T : A→ B(H) �$��' 	
�08'

��>
� .‖ξ‖ ≤ 1 �� ξ ∈ H �� "�!� �� F
 )	������ *�o� "���>8:3 Tx+y� Ty�

‖x+ y‖ ≥ | < Tx+yξ, ξ > | =< Tx+y, ξ >=< Txξ, ξ > + < Tyξ, ξ >≥< Txξ, ξ >

F
 )*�� A !� �-���� "�<�3 u (� �� �� x = u∗u �$��� .jg)f)fk �� �� ��� ���

‖x+ y‖ ≥ sup
‖ξ‖≤1

< Txξ, ξ > = sup
‖ξ‖≤1

< Tuξ, Tuξ >= sup
‖ξ‖≤1

‖Tuξ‖2 = sup
‖ξ‖≤1

‖Tuξ‖]2

= ‖Tu‖2 = ‖u‖2 = ‖u∗u‖ = ‖x‖

_``



� )*�� *��| �/I �&� �

�E��� '
 (dn) ��0���� N��E J�
 �� /��"�
 x1, x2, · · · , xm ∈ A 3 ���lB∗ � A 5���7 ����� ��

�� �B2 A �� ��W�

lim
n−→∞xkdn = lim

n−→∞ dnxk = xk (k = 1, 2, · · · ,m)

	 $� � > � ;q o � +�� H 7 $� � � u ��k ���� �� �� xi �= 0 h $ G 5�	 I � � �� � w� Q (��  � � �
� �� �

������ ���5 )jdn = 0 (n = 1, 2, · · ·)

h = x∗1x1 + ...+ x∗mxm + x∗m+1xm+1 + ...+ x∗2mx2m

7��^:� )*�� *�o� "�<�3 h �	� �	
��� "�$�45 �� ��� �� )xm+i = x∗i (i = 1, 2, · · · ,m) (� �� ��

	 $� �> � 	�� � 
 ���	 I�� A �'� � .A0 = [e, h] 	 $� �> � 	�� � ���	 I�� A �'� )h �= 0 jd)b)fk � � � � ���  � �

A0
∼= C0(M(A0)) � $ A0

∼= C(M(A0)) �$��� 9� � �� Z��:� 
 W	
�08' "��45 �� ��� � � )A0 = [h]

��� � � �� 
 	��� 
 ���	I�� A �'� �&� )u �= 0 (� �� �� h = u∗u �$���k )"�-���$� �1�Q�����$� W∗ ����

	
�08' G$	� d̂n = nĥ
1+nĥ

(n = 1, 2, · · ·) [���  *��I �� �� �� )jM(A0) �= ∅ �	� ���� p�,� ��

�$��� )	���� s	H �� D$��� �� (dn) �� ������ (�?
 )	������ dn ∈ A0 ��0��<=�� � �-���� �H��3

��;3 �� )(1− dn)h(1 − dn) ∈ A0

‖(1− dn)h(1− dn)‖ = sup
f∈M(A0)

1
n

nĥ(f)

[1 + nĥ(f)]2
≤ 1

4n

)	���:
 !��K 1
4 !� t ≥ 0 "�8H�Q �� t

(1+t)2 [�� ��$!

.t ≥ 0 "��� ��$! �!�"
#

t

(1 + t)2
≤ 1

4
⇐⇒ (1 + t)2 ≥ 4t ⇐⇒ (1− t)2 ≥ 0

	

���

(1− dn)h(1− dn) = (1 − dn)
2n∑
i=1

x∗i xi(1− dn) =
2n∑
i=1

(1 − dn)x∗i xi(1− dn) = uk + vk

_`f



(� �� ��

uk =
∑
i�=k

(1 − dn)x∗i xi(1− dn) =
∑
i�=k

[xi(1− dn)]∗[xi(1− dn)]

vk = (1 − dn)x∗kxk(1− dn) = [xk(1− dn)]∗[xk(1− dn)]

A �� �-�o� �H��3 G�5 "�$�45 �� ��� �� ��� 	�-1�
 A0 �� v8�-� �q ���� (1 ≤ k ≤ 2m) uk, vk �H��3

.k = 1, 2, · · · , 2m �� "��� G�5 �� �� ��� (���� )	������

‖xk(1 − dn)‖2 = ‖[xk(1− dn)]∗[xk(1− dn)]‖ = ‖vk‖

≤ ‖uk + vk‖ = ‖(1− dn)h(1 − dn)‖ ≤ 1
4n

�� ����� �K�-
 ��
 ���� ������ !� )jk = 1, · · · ,mk limn→∞ x∗kdn = x∗k � limn→∞ xkdn = xk F


lim
n→∞ dnxk = lim

n→∞(x∗kdn)
∗ = [ lim

n→∞(x∗kdn)]∗ = x∗∗k = xk (k = 1, 2, ...,m)

�

�� "��� �� ������ (�?
 �	- �� )	��� K @���-1�� "��S
 h$ x0 �$��' �$C�D�C- �E �56 F�G H'1I�

��%
 xm, · · · , x1, x0 ��S
 �� ja)b)fk �� v���� �� (dn) �-���� "����
� A !� xm, · · · , x1 �H��3 !� �3�:K�

����B ��	3� !� (kn) "���H "����
� F
 )jC8� w�Qk 	���
 7��A �$��' [5�� �� )*���>:� A �� �����

)‖dkn − dkn+1‖ ≥ δ �� "���� *�� ����� δ > 0 �	3 �

*1�
 ���� (dn) (�A �!�"
#

∃δ > 0 ∀N ∃n (n > N, ‖dn − dN‖ ≥ δ)

k1 := 1

N = k1 =⇒ ∃k2 > k1; ‖dk2 − dk1‖ ≥ δ

N = k2 =⇒ ∃k3 > k2; ‖dk3 − dk2‖ ≥ δ

	

� ‖zn‖ = 1 �$��� )zn =
dkn−dkn+1

‖dkn−dkn+1‖ ������ ���5

lim znx0 = limx0zn = limx∗0zn = lim znx
∗
0 = 0

_`b



�� �K
� !� 7$������

yn = (1− x0x
∗
0)zn(1− x∗0x0) = zn − x0x

∗
0zn − znx∗0x0 + x0x

∗
0znx

∗
0x0

K @���-1�� "��S
 h$ x0 (�A .je)b)fk �� �� ��� �� ��� )lim ‖yn‖ = lim ‖zn‖ = 1 (n→∞) �$���

]�T-
� �� (dn) 	I �� ������ (�?
 ���;� )*�� y5�� h$ 7$� �� (n = 1, 2, · · ·) yn = 0 �$��� *��

� {x0, x1, · · · , xm} �� �z��-� "������
� (d′n) � (dn) �'� [5�� �� )���	
 �>-1� xm, · · · , x1 ��S
 "�3�:K�

)z = e1 − e2 ������ ���5 ) lim
n→∞d

′
n = e2 � lim

n→∞dn = e1 � 	���� ja)b)fk �� �� v���� {x0, y1, · · · , yk}

je)b)fk �� �� ��� ������ �&� � zx0 = x0z = zx∗0 = x∗0z = 0 �$���

z = z − x0x
∗
0z − zx∗0x0 + x0x

∗
0zx

∗
0x0 = (1− x0x

∗
0)z(1− x∗0x0) ∈ B = {0}

� )*�� A 	I�� j	��� ����� �� v���� {x0} �� �z��-� �-���� "����
� (dn) ;q o� ��k e = lim
n→∞dn (����
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���� ���

��	�
 ���
�� ���" �# �
$	

�%��
 C ��%,!( X(%�E �!�� F%!Y��% 
�.

3 G� �� 
 ��� �  � X 4Q �#'
� �
 ��� � � 
 � � � � � � � � � W � #'
� �
  � μ 5 �� � 7 ����� �����

�"� 
 y ∈ X �
�� 
 �7
 <�I /�"� 
 Λ ∈ X∗ �2 �
� 
 Λf ∈ L1(|μ|) 3 X ��& �
 Q '
 �%
� & f : Q −→ X

�� ���R


Λy =
∫
Q

(Λf)dμ (Λ ∈ X∗)

!5�2��� �
�> 3 #����� ��ZM <
�C��
 μ �
 ��B� 
� f #�C��

∫
Q

fdμ = y

� '�k 	 � �� � �	 � �� X �� S 
 X∗ �� $! ���� �� �� y 7 � � A h $ � o ��	 I � � * �� � �r � � N!\ �/� 0 1 #

μ �� *�1
 f "�$&
 @��>-
� +��H �� 7$������ )jy1 = y2 ��>
� .Λ ∈ X∗ �� "��� Λy1 =
∫
Q Λfdμ = Λy2

*��� ������

Λ(
∫
Q

fdμ) =
∫
Q

(Λf)dμ (Λ ∈ X∗)

�H�� *��I �� DSQ �� ���� )*�� P��� ���� "�8~1� DSQ � ���	
 ���� �>
�>$ "�8~1� �q���� �K�-
 ��

��
 f(Q) *��I 7$� �� )��� ������ *��| *�� �-���
 f � ���� ���?Q V��	��� �/$m���
� "�4Q h$ Q ��

_`d



)��� 	���� ���?Q ��
 co(f(Q)) ���� ����
� �� "��8~1� �� ��� � *�� ���?Q

)*�� 	I�� �� ����� �4Q "�!�	
� �� *�� �-�o� "�!�	
� @�:-I� "�!�	
� h$ �� ������ "�����$

�� *�� ���?Q ��
 co(K) ��>
� 	��� X #�
�� "�4Q !� "����?Q "�3�:K� �$! K �'� 	��� (�?
 �.���#

)*�� ���?Q co(K) ��>
� .X = Rn �'� ��;3

����  � X 3 #��
 Q o�3���2 3 #��_� ���� �
 <�.�I
 <��
 �#'
��
  � μ 5���7 ����� 	
��

5��
� 3 #��
 ��ZM <
�C��
 μ �
 ��B� f #�C�� �"�
 �����M f : Q −→ X �7
 <�I /�"�
 G���


∫
Q

fdμ ∈ co(f(Q))

μ = v
v(Q) �� > 
� 	 �� � Q � � @�� � � �� � - � � * � o � "�!�	 
� h $ v(�= 0) � '� � � * �� � �r � � N!\ �/�01 #

O�� $!k )* �� ��� 5� � μ "� � � � v "�� � s� Q "� � 4 5 � �� 	 � � !� � � u � � �& � � ��� � @� : - I� "�!�	 
� h $

j Λy =
∫
Q

Λfdμ =⇒ Λ(v(Q)y) =
∫
Q

(Λf)dv

f �� ����� �K�-
 v (��� "�$�K �� ��� �� ��>
� 	��� Q �� @��� D8-T� "�!�	
� h$ v �'� �8� *��I ��

)*�� �$&
 @��>-
� v �� *�1


�!�"
#

v = v1 + iv2 = v+
1 − v−1 + iv+

2 − iv−2

�$��� .Λ ∈ X∗ �� "�!� ��

∫
Q

|Λf |d|v| ≤ ||Λf ||∞||v|| <∞

Λy1 =
∫
Q

Λfdv+
1 , Λy2 =

∫
Q

Λfdv−1 , Λy3 =
∫
Q

Λfdv+
2 , Λy4 =

∫
Q

Λfdv−2

Λ(y1 − y2 + iy3 − iy4) =
∫
Q

Λfd(v+
1 − v−1 + iv+

2 − iv−2 ) =
∫
Q

Λfdv

	

�43 �� ���� (�?
 	$�� �$��'�� �S�SI #�
�� "�4Q h$ �� X �	-�� )H = co(f(Q)) ������ ���5 �
����

Λ ∈ X∗ �� "�!� �� �� "���� *1� y ∈ H

Λy =
∫
Q

(Λf)dμ j_k

_`a



"��8t� "�3�:K� EL �$��' )	��� X∗ !� ����-� "�3�:K� �$! h$ L = {Λ1, · · · ,Λn} ������ w�Q

���?Q EL *�� ���?Q H (�A � 	����� �-1� EL �� )	����� s	H j_k �� Λ ∈ L �� "��� �� 	��� y ∈ H

)*��

Λ ∈ L �� "�!� �� @�I )y ∈ H �&� *�� �-1� H � yn ∈ H �� (�A )yn −→ y � (yn) ⊆ EL �$��' �!�"
#

�$��� *�� �-���
 Λ (�A

Λy = lim
n−→∞Λyn =

∫
Q

(Λf)dμ

	 )y ∈ EL �&� �

��� � � �� � - � [ � S � * � H� � "���� � �EL "� � 8 � "� $��� ' 	 �� � 
 � M  EL � � � � '�

�� "�!� �� (� �� y �� � 	����� �M �
 ��EL "��8� [�S� �&� � jEL1 ∩ · · · ∩ ELk
= EL1 ∪ · · · ∪ ELk

k

)EL �= φ ���� *��| *�� �Q�� 7$������ )*�� [5�� H �� ���� s	H j_k "����� �� Λ ∈ X∗

*��>
 )	��� X∗ !� ����-� � �M �
 "��3�:K� �$! L = {Λ1, · · · ,Λn} ���� w�Q

L = (Λ1, · · · ,Λn) : X −→ Rn

x −→ (Λ1x, ...,Λnx)

������ ���5 7��^:� )K = L(f(Q)) ������ ���5 � �-Q�' �%
 �� ��

mi =
∫
Q

(Λif)dμ (1 ≤ i ≤ n)

� � � �� � w� Q �� % � � 7 $� "�� � )���� ��� 5 K ]	 = � V; u �� m = (m1, · · · ,mn) � � � � ��� � (� ? 


�S�SI ��	3� #�
�� W(�� "��45 ��	�� N�� G/� �� ��� )	���
 [5�� co(K) �� t = (t1, · · · , tn) ∈ Rn

�� "���� 	�-1� cn, · · · , c1
n∑
i=1

ciui <
n∑
i=1

citi (u = (u1, · · · , un) ∈ K)

+��H �� Rn �� ��	=� � ��� h��� �� �!�"
#

ϕc(u) =< c, u >=
n∑
i=1

ciui (u = (u1, · · · , un) ∈ Rn)

	 )*�� *��| c = (c1, · · · , cn) ∈ Rn (� �� �� *��

7$������
n∑
i=1

ciΛi(f(q)) <
n∑
i=1

citi (q ∈ Q)
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*��� ������ "��' @��>-
��� ��

n∑
i=1

cimi =
n∑
i=1

ci

∫
Q

(Λif)dμ <
n∑
i=1

citi

α1, · · · , αn ≥ 0 � q1, · · · , qn ∈ Q 7$������ )m ∈ co(K) = co(L(f(Q))) �&� � .t �= m F
 )μ(Q) = 1 ��$!

�� 	�-1� ∑n
i=1 αi = 1 ��

m =
n∑
i=1

αiL(f(qi)) = L(
n∑
i=1

αif(qi)) = Ly = (Λ1y, · · · ,Λny)

7$������ )y =
∑n
i=1 αif(qi) ∈ co(f(Q)) = H (� �� ��

Λiy = mi =
∫
Q

(Λif)dμ (1 ≤ i ≤ n)

)	$��� *�� �� �S�SI *��I "��� �/I �K�$� !� )y ∈ EL �= ∅ �&� �

�S�SI #�
�� "�4Q h$ (���3 �� X 7-Q�' �%
 �� �� )	��� D8-T� #�
�� "�4Q h$ X ������ w�Q (����

�$��� ϕ 	�
�� X �� ��	=� �S�SI ��� h��� �� "�!� �� �� *1� y ∈ co(f(Q))

ϕ(y) =
∫
Q

ϕ(f)dμ jck

Re(iΛ) � ReΛ (�A Λ = (ReΛ)− i(ReiΛ) �$��� )	��� X �� ��	=� D8-T� ��� h��� h$ Λ �$��'

�$��� jck �� ��� �� �&� 	
� X �� ��	=� � �S�SI ��� "�� h��� 

Λy = ReΛy − i(ReiΛy) =
∫
Q

(ReΛ)(f)dμ− i
∫
Q

ReiΛ(f)dμ

=
∫
Q

(ReΛ− iReiΛ)(f)dμ =
∫
Q

(Λf)dμ

� )*�� *��| �/I � ����� ∫
Q
fdμ = y ∈ co(f(Q)) �&�

 � μ 3 �����M f : Q −→ X 4G���
 ����  � X 4o�3���2 �#��_� ����  � Q 5���7 ����� 	
��

#�C�� /�"�
 Q �
 �2���� <��
 ��W� �#'
��


∥∥∥∥∫
Q

fdμ

∥∥∥∥ ≤ ∫
Q

‖f‖dμ

_fn



� Λy = ‖y‖ �� *1� Λ ∈ X∗ #�
�� W(�� "��45 R$�-
 !� �/$ �� ��� )y =
∫
Q
fdμ 	��� ���5 �
����

.x�;� )x ∈ X �� "��� |Λx| ≤ ‖x‖

|Λf(s)| ≤ ‖f(s)‖ (s ∈ Q)

G�5 "��45 �� ��� �� �&� �

‖y‖ = Λy =
∫
Q

(Λf)dμ =
∣∣∣∣∫
Q

Λfdμ
∣∣∣∣ ≤ ∫

Q

|Λf |dμ ≤
∫
Q

‖f‖dμ

�

�%��
 C��%,!( ;����
�M�� X(%�E ��.

/�"�
 ����� G���
 ����  � X 3 #��
 C '
 �'�
 ����.]� ��' Ω 5���7 ����� �����

F�SU� �
 Λf 4 Λ ∈ X∗ �2 �
'
 �
 #�7 �2 ��
  ������0�2 Ω �� $�%, ��R
 f : Ω −→ X n
�& 5���7 �(a)

/�"�
  ������0�2 ����

��' �I 4z ∈ Ω �2 �
'
 �
 #�7�2 ��
  ������0�2 Ω �� ��> ��R
 f : Ω −→ X n
�& 5���7 �(b)

lim
w−→z

f(w)− f(z)
w − z

/�"�
 ����� 8X �L�0�M�& �
 ��B�9

���� "���� �&� � ���� X �� f(w)− f(z) ����� �� (w− z)−1 ���/�� ]�, GH�I s�Q �1� �� *�� ��r G��5

� � 
 C � � , �� � � h � Q�� �� �� � "� 5 �� � � [ ��  � � � � * �� p ,�� Λ "� �h � ��  � > - �� � 
 � � � � � )* ��

���� "������
� �� 	$��� ��$ ��k *1�
 �M$	� ��� ���� p�=H ��
 98�� 7$� F/3 )*�� h�Q�������

)j	�-1�
 ��>:� "�5 ���� �q���� ��>:� C��,

Γ j�=0H �� ���:� "����5 ���� "�-1� ��=�� h$k �-1� ��1� �� *�1
 z ∈ C "��S
 x��� C$�� �����

!� *�� +���3 	�/
 ���3 z "��S
 !� ��

IndΓ(z) =
1

2πi

∫
Γ

dξ

ξ − z

_f_



$�%, ��R
 f : Ω −→ X 3 ����� G���
 ����  � X 4 C �� �'�
 ����.]� Ω 5���7 ����� 	
��

N��E J�
 �� /�"�
  ������0�2

/��
 �����M Ω �
8 X �� F�� �L�0�M�& �
 ��B�9 ��> ��R
 f �(a)

�2 �
'
 �
 �� ���R
 �"�
 Ω �� ��B
 ��B�  � Γ �7
 d��
 �
�>�
 �"�� <
�C��
 <���� 3 �"�� ����> �(b)

#�C�� 4IndΓ(w) = 0 4w /∈ Ω

∫
Ω

f(ξ)dξ = 0 j_k

#�C�� 4IndΓ(z) = 1 3 z ∈ Ω #�7 �2 3

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

(ξ − z)−1f(ξ)dξ jck

4w /∈ Ω �2 �
'
 �
 �� ���R
 #��
 Ω �� ��B
 ��B� 3� Γ2 3 Γ1 �7


IndΓ1(w) = IndΓ2(w)

#�C��
∫

Γ1

f(ξ)dξ =
∫

Γ2

f(ξ)dξ j`k

/��
  ������0�2 Ω �� ��> ��R
 f �(c)


� dξ �
�&�� 52 /���B2 �
�a� l ��
��
 n

�& <
�C��
 F�SU� �
 (b) �� #��� ��2 <
�C��
 �� ��
 ��\ �
 F'T

����
��M 
� Γ �
�&�� 52 3 ����7 �c� ��8 C '
 �
#��_� ����.]� ��'9 Γ ��
 �
 ����� �#'
��
  � �
��� �


8}
�;9 ���7 �c� �� R '
 ��B
 �#'�
  � �
 8<��
9 e�0 �#'
��
 ��B� 
� <
�C��
 3 #��.�

)*�� �-���
 "����5 ���� Γ′ �!�"
#

Γ : [a, b] −→ Ω Γ∗ = Γ([a, b])

μ(E) =
∫

Γ−1(E)

Γ′(t)dt (

����︷︸︸︷
E ⊆ Γ∗)

∫
Γ∗
fdμ =

∫ b

a

%0-��" (a) %� %��#��︷ ︸︸ ︷
f(Γ(t)) Γ′(t)dt

	

_fc



)*�� �-���
 n �� f ���� *��| � �-Q�' �%
 �� �� 0 ∈ Ω *��I *�� �Q�� �(a) �
����

.���T�� z0 ∈ Ω �!�"
#

f1 : Ω− {z0} −→ X

f1(z) = f(z + z0) (z ∈ Ω− {z0})

Λ ∈ X∗ �� � z ∈ Ω− {z0} �� "�!� ��

Λf1(w) − Λf1(z)
w − z =

Λf(w + z0)− Λf(z + z0)
w − z → (Λf)(z + z0) (w → z)

�$��� .	��� ���5�� �/I s�Q *��I �� �'� F
 )*�� h�Q������� C��, ���� Ω− {z0} �� f1 F


f(z0) = f1(0) = lim
z→0

f1(z) = lim
z→0

f(z+z0)

	 )*�� �-���
 z0 �� f ���$

������ ���5

�r = {z ∈ C : |z| ≤ r} jfk

���$ �	��� �2r �	� ��� *M� *�o� ���� !�� Γ �$��' )�2r ⊆ Ω �� *1� "� r > 0

Γ(θ) = 2reiθ (−π ≤ θ ≤ π)

�$��� )�$��'�� *��| �� Λ ∈ X∗ ���T�� �43

Λf(z)− Λf(0)
z − 0

=
1

2πiz

[∫
Γ

Λf(ξ)
ξ − z dξ −

∫
Γ

Λf(ξ)
ξ

dξ

]
=

1
2πiz

∫
Γ

zΛf(ξ)
ξ(ξ − z)dξ =

1
2πi

∫
Γ

Λf(ξ)
ξ(ξ − z)dξ (0 < |z| < 2r)

�$��'

M(Λ) = max
ξ∈
2r

|Λf(ξ)|

F
∣∣∣∣Λf(z)− Λf(0)
z

∣∣∣∣ ≤ 1
2π
.
M(Λ)
2r2

.4πr =
M(Λ)
r

(0 < |z| < r)

*��I 7$� �� ��$!

|ξ − z| ≥ |ξ| − |z| = 2r − |z| > r

_f`



"�3�:K� 7$������{f(z)− f(0)
z

: 0 < |z| < r
}

��	=� "�5 ���� s�Q "�3�:K� E��� W7$�-�� #�
�� "��45 �� ��� �&� � ���� ��	=� X �� C��, ����

�� *1� M > 0 *��| �	3 ���$ �	�����

|f(z)− f(0)| ≤M |z| (0 < |z| < r)

)*�� �-���
 n �� f �&� �

y$�� �� �� @���Q 7$� (�A @�I )	
����� j`k � jck .j_k "�� @��>-
� �� *�� p,�� (a) �� ��� �� �(b)

)	������ ���5�� ��
 f "��� 	
���5�� Λ ∈ X∗ (� �� �� Λf �� f

)*�� �$&
 v-?� n �� f ���� *��| � �-Q�' �%
 �� �� 0 ∈ Ω *��I *�� �Q�� �(c)

.���T�� z0 ∈ Ω �!�"
#

f1 : Ω− {z0} −→ X
z → f(z + z0)

*��I �� �/I �'� F
 )*�� h�Q������� C��, ���� Ω− {z0} �� f1 �� ����� �K�-
 (a) p�,� 	�
�� ��

��>
� 	��� ���5�� s�Q

lim
z→0

f(z + z0)− f(z0)
z

= lim
z→0

f1(z)− f1(0)
z

= f ′
1(0)

	 )*�� �����

������ ���5 � �-Q�' �2r "�	� ��� *M� *�o� ���� !�� �� Γ )�2r ⊆ Ω �� 	��� (��A r > 0 �$��'

y =
1

2πi

∫
Γ

ξ−2f(ξ)dξ

�$��� .(b) �� ��� ��

f(z)− f(0)
z

=
1

2πi

[∫
Γ

f(ξ)
ξ − z dξ −

∫
Γ

f(ξ)
ξ
dξ

]
=

1
2πi

∫
Γ

f(ξ)
ξ(ξ − z)dξ =

1
2πi

∫
Γ

f(ξ)
ξ2

dξ +
z

2πi

∫
Γ

f(ξ)
ξ2(ξ − z)dξ

= y + zg(z) (0 < |z| < 2r)

_ff



(� �� ��

g(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)
ξ2(ξ − z)dξ

7$������∥∥∥∥f(z)− f(0)
z

− y
∥∥∥∥ = ‖zg(z)‖ ≤ |z|max|ξ|=2r ‖f(ξ)‖

4r2(2r − |z|) .4πr ≤ (
1
r2

max
|ξ|=2r

‖f(ξ)‖).|z| (0 < |z| < r)

� )*�� ����� limz→0
f(z)−f(0)

z = y �&� �

�7
 <�I /�"�
  ������0�2 $�%, ��R
 f : C −→ X 3 ����� G���
 ����  � X 5���7 ����� 	
��

/��
 �
�i f #�C�� �"�
 �3�V� 8��>9 $�%, ��R
 f(C)

�$��� G$���� "��45 �� ��� F
 )	����� ��	=� � N� D8-T� [�� h$ Λf .Λ ∈ X∗ �� "�!� �� �
����

Λf(z) = Λf(0) (z ∈ C)

� )z ∈ C �� "��� f(z) = f(0) �$��� 	���� �	� �� X ��S
 X∗ (�A @�I

-��� '�(��$ ��.

f(λ) = α0 + ...+αnλn �'� ) 	��� e 	I�� �� D8-T� #�
�� ��� h$ A �= 0 ���� �� w�Q XT� 7$� ��� �� ��

+��H �� f(x) N�M�� (�	� ��>
� 	��� αi D8-T� 9$��, �� "��8:�	�A h$

f(x) = α0e+ α1x+ ...+ αnx
n

��:
 C$�� ��
 �>$� [��� "��� �� f(x) (�� �� �$� �� *�� 7$� ����� P��� �� ����~� )����� C$�� 

�'� �� 	��� (��A 	$�� C$�� 7$� ����B ����

f(λ) =
∞∑
k=0

αkλ
k

"��>:� j�qS8��k "�� +��H �� f(x) ��>
� 	��� N� [�� h$

∞∑
k=0

αkx
k

_fb



�'� � .����

f(λ) =
1

α− λ (λ �= α)

��>
�

f(x) = (αe− x)−1

�� 	$�� f [�� �� *�� 7$� ����� ��! �� ��	I f(x) (��� ���� �� "��� )α /∈ σ(x) �� �B�� �� .	���

@���Q h:� �� � *�� p�=H E	I 7$� �� ��� ������ (�?
 )	��� �8�8= σ(x) G��� "!�� "�3�:K�

G$	� A !� "!�� "�3�:K� �$! �� "��	S� WA [��� �� !�� "�3�:K� h$ �� �8�8= [��� ���� @��>-
�

)	
����

��%��
 CA X(%�E B% �!�� F%!Y��% #�.

Q �� @��� D8-T� "�!�	
� h$ μ � ���� Q V��	��� � ���?Q "�4Q �� "��-���
 "��	S� W A [�� f �'�

�$��� .��;3 �� )	����� ���&� U��� "����� ����� ∫
Q
fdμ *�� #�
�� "�4Q h$ A �� �K
� !� ��>
� 	���

x

∫
Q

fdμ =
∫
Q

xf(p)dμ(p) j_k(∫
Q

fdμ)
)
x =

∫
Q

f(p)xdμ(p) jck

�� "�!� �� )	��� JA !� x �� ]�, �>8:3 y −→ xy "����, �� Mx : A −→ A �$��' Oj_k +��|� "���

7$������ )*�� A �� ��	=� ��� h��� h$ ΛMx : A −→ C .Λ ∈ A∗

ΛMx

(∫
Q

fdμ

)
=
∫
Q

(ΛMxf)dμ = Λ
(∫

Q

(Mxf)dμ
)

W *��� �>8:3 !� jck +��|� "��� )*�� j_k (�:� �� Mx

(∫
Q
fdμ

)
=
∫
Q

(Mxf)dμ *��� ������ �&� �

)������ ���0-�� x �� ]�,

"����, �� γ ��1� 	���� D8-T� �	3 �� b � a �'� �J���# %  �%K;'�

γ(t) = a+ (b− a)t (0 ≤ t ≤ 1)

�$��� � |b− a| �� *�� ����� (� @�B )	���
�� [a, b] ��� *M� "�!�� ��∫
[a,b]

f(z)dz = (b− a)
∫ 1

0

f [a+ (b− a)t]dt (f ∈ C([a, b]))

_fe



"�4Q �� γ̃i ��� h���  h$ γi �� )	��� K = γ∗1 ∪ ... ∪ γ∗n � �=0H �� �$����1� γ1, · · · , γn �$��'

	���� �S�� �$! +��H �� C(K) "�����

γ̃i(f) =
∫
γi

f(z)dz

+��H �� �� Γ̃

Γ̃ = γ̃1 + ...+ γ̃n j_k

�� �� j_k "����� )f ∈ C(K) �� "��� Γ̃(f) = γ̃1(f) + ... + γ̃n(f) �$��� p$�H ���� )������ C$�� 

"��H +��H

Γ = γ1

.
+ · · · .+ γn

������ C$�� � ���� X$�:
 Γ = {γ1 ∪ ... ∪ γn} v�5� ��u ���� �$ �

∫
Γ

f(z)dz := Γ̃(f) =
n∑
i=1

∫
γi

f(z)dz (f ∈ C(K))

� �S�SI ����
� ]�-� !� j_`Wbk "��45 �� ��� �� )	��� !�� Ω � ���?Q K .K ⊆ Ω ⊆ C �$��' (����

��� �� *Q�$ (��A �� Ω �� γ1, ..., γn "���!�� !� Γ = γ1

.
+ · · · .+ γn ����-� "�$���' (�� �� 7$��� D8-T�

� ���/
 [�5 �� K N�	�

IndΓ(ξ) :=
1

2πi

∫
Γ

dλ

λ− ξ =
n∑
i=1

1
2πi

∫
γi

dλ

λ− ξ =

⎧⎨⎩ 1 ξ ∈ K

0 ξ /∈ Ω
jck

���� @��>-
� @���Q *��I 7$� �� ��

f(ξ) =
1

2πi

∫
Γ

(λ − ξ)−1f(λ)dλ (f ∈ H(Ω), ξ ∈ K)

�-Q�' �� �� Ω �� �� K "�3�:K� .Γ ��-
�� �� ������ C�H� 7��A ��<-�� �� �� jck *��I ) *�� ���5��

)	�-1�
 D� �� �q���� Γ �
 � K �
 �� *�� ��r �� N!\ )*��

������ ���5 	��� γ∗1 ∪ · · · ∪ γ∗n �� "��-���
 "��	S� WA [�� φ �'�

∫
Γ

φ(λ)dλ =
n∑
i=1

∫
γi

φ(λ)dλ

_fd



#�C�� ���7 �
 �� Ω �� 
� σ(x) 4Γ 3 Ω = C \ {α} 4α ∈ C \ σ(x) 4x ∈ A �7
 ����� ��

1
2πi

∫
Γ

(α− λ)n(λe− x)−1dλ = (αe− x)n (n = 0,±1,±2, ...) j_k

��>
� λ /∈ σ(x) �'� )������ X$�:
 yn �� �� JA *:� @��>-
� �
����

(λe− x)−1 = (αe− x)−1[(α − λ)e+ λe− x](λe− x)−1

= (αe− x)−1 + (α− λ)(αe − x)−1(λe− x)−1

7$������

yn =
1

2πi
(αe− x)−1

∫
Γ

(α− λ)ndλ+ (αe− x)−1 1
2πi

∫
Γ

(α− λ)n+1(λe− x)−1dλ

= (αe− x)−1yn+1 (n = 0,±1,±2, · · ·)

�$ � .j 7$��� D8-T� � �S�SI ����
� ]�-� !� _nW `b "��45k IndΓ(α) = 0 ��$!

yn+1 = (αe− x)yn (n = 0,±1,±, ...) jck

O���� *��| �� �$! "����� ���$ .n = 0 *��I �� DSQ �� j_k *�� �Q�� �� 	���� (�?
 jck ����� "�����

1
2πi

∫
Γ

(λ − x)−1dλ = e j`k

)	��� r > ‖x‖ l��� � n ���� �� ��� *M� "��$�� Γr(t) = reit (0 ≤ t ≤ 2π) �$��'

1
2πi

∫
Γr

(λe− x)−1dλ =
1

2πi

∫
Γr

∞∑
n=0

xn

λn+1
dλ =

1
2πi

∞∑
n=0

∫
Γr

1
λ

(x
λ

)n
dλ = e

�$��� Λ ∈ X∗ �� "�!� �� �!�"
#∫
Γr

Λ

( ∞∑
n=0

xn

λn+1

)
dλ =

∫ 2π

0

∞∑
n=0

Λxn

(reiθ)n+1
rieiθdθ =

∞∑
n=0

∫ 2π

0

Λxn

(reiθ)n+1
rieiθdθ

=
∞∑
n=0

∫
Γr

Λxn

λn+1
dλ

_fa



�� �K
� !� ��$!∣∣∣∣ (Λxn)rieiθ(reiθ)n+1

∣∣∣∣ =
|Λxn|
rn

≤ ‖Λ‖
∥∥∥x
r

∥∥∥n
*����/$ "��>:� @��>-
� �$! "�� E��-��$�� WM (��!� �� ��� �&� � ∑∞

n=0

∥∥x
r

∥∥n <∞ �$���
∥∥x
r

∥∥ < 1 �

(�A (���� )*Q�' @��>-
� (� !� �8:� �� �8:� (�� �� � ����

Λ

(∫
Γr

∞∑
n=0

xn

λn+1
dλ

)
=

∫
Γr

∞∑
n=0

Λxn

λn+1
dλ =

∞∑
n=0

∫
Γr

Λxn

λn+1
dλ

=
∞∑
n=0

Λ
(∫

Γr

xn

λn+1
dλ

)
= Λ

( ∞∑
n=0

∫
Γr

xn

λn+1
dλ

)
(Λ ∈ X∗)

�$���∫
Γr

∞∑
n=0

xn

λn+1
dλ =

∞∑
n=0

∫
Γr

xn

λn+1
dλ

	

� ���� C \ σ(x) �� h�Q������� "��	S� WA [�� h$ j`k �� @��>-
� �$! [�� �� �K
� !� ���

IndΓr (ξ) = 1 = IndΓ(ξ) (ξ ∈ σ(x))

� )*�� *��| �/I � ���/
 ���� Γr �� Γ ���� ��j`k @��>-
� ��	S� jc)c)fk "��45 �� ��� �&�

���� Q�� ����� �����

R(λ) = P (λ) +
M∑
m=1

km∑
k=1

cm,k(λ− αm)−k j_k

3 x ∈ A �7
 /8��
 αm OR> ���&�� km 3 ��
 �
��.� ��;  � P 9�"�
 αm ��2 OR> �
 �����7 n
�&

5�2��� �
�> �"��� -��" 
� R '
 ��R> A�2 σ(x)

R(x) = P (x) +
M∑
m=1

km∑
k=1

cm,k(x− αme)−k jck

OR> A�2 �
�
� σ(x) -��" C '
 Ω '�
 ����.]� ��' �
 R ����7 n
�& 3 x ∈ A 5���7 ����� 	
��

#�C�� ���7 �
 �� Ω �� 
� σ(x) 4Γ �7
 <�I /�"���

R(x) =
1

2πi

∫
Γ

R(λ)(λe− x)−1dλ j`k

_fg



P (λ) =
∑N
n=0 cn(α − λ)n ������ w�Q � ���� ���-�� �� α /∈ Ω )	��� j_k G/� �� R �$��' �
����

�$��� G�5 �� �� ��� �� )	���

1
2πi

∫
Γ

R(λ)(λe− x)−1dλ =
N∑
n=0

cn.
1

2πi

∫
Γ

(α− λ)n(λe− x)−1dλ

+
M∑
m=1

km∑
k=1

cm,k.
1

2πi

∫
Γ

(λ− αm)−k(λe− x)−1dλ

=
N∑
n=0

cn(αe− x)n +
M∑
m=1

km∑
k=1

cm,k(x− αme)−k

= R(x)

� #�C�� �"�
 C �� �'�
 ����.]� Ω �7
 ����� ��

AΩ = {x ∈ A : σ(x) ⊆ Ω}

/��
 '�
 A ��

� ���� C \ σ(x) �� λ !� "��-���
 [�� ‖(λe− x)−1‖ (�A )	��� ���T�� x ∈ AΩ �$��' �
����

‖(λe− x)−1‖ =
‖(e− x

λ)−1‖
|λ| −→ 1

∞ = 0 (|λ| −→ ∞)

�� *1� 0 < M <∞ �	3

‖(λe− x)−1‖ < M (λ /∈ Ω)

��>
� .λ /∈ Ω � ‖y‖ < 1
M .y ∈ A �'� @�I

λe− (x+ y) = (λe− x)[e− (λe− x)−1y]

1
M l��� � x ���� �� "�' F
 )λ /∈ σ(x + y) 7$������ � .‖(λe− x)−1y‖ < 1 ��$! *�� �$&
 E�/�� A ��

� )*�� *��| �/I � ���� AΩ �� @�:?�

��  ������0�2 ����� n

�& ����� ��� H(Ω) 3 C '
 �'�
 ����.]� ��' Ω 5��� Q�� ����� �����

5�����Q�� 4x ∈ AΩ �2 3 f ∈ H(Ω) �2 �
'
 �
 /��
 '�
 AΩ D�� 50 �
 ��
 /�"�
 Ω

f̃(x) =
1

2πi

∫
Γ

f(λ)(λe− x)−1dλ j_k

/H̃(AΩ) = {f̃ : f ∈ H(Ω)} 5�2��� �
�> 3 4��
��
 �� Ω �� 
� σ(x) �� ��
 ������� Γ �� �� ��

_bn



O��� ����� 	$�� �-/
 	�A �� C$�� 7$� ���� ��

�-���
 j_k �� @��>-
� �$! [�� �&� *�� �-���
 "��' E�/�� [�� � ���� ���5 σ(x) i��� Γ �� �K
� !� �(a)

)	���� C$�� A !� "�43 (���3 �� �� f̃(x) � ����� ����� @��>-
� �K�-
 �� � ����

(�?
 ���� "��45 �&� )*�� Ω \ σ(x) �� h�Q������� "��	S� −A [�� h$ j_k �� @��>-
� �$! [�� �(b)

)���' �� �� Ω �� �� σ(x) .Γ �� �B�� �� *�� Γ ��-
�� ]�T-
� !� GS-1� f̃(x) �� 	����

�� �K
� !� ��>
� 	
��' �� �� Ω �� �� σ(x) .Γ2 � Γ1 �'� �!�"
#

IndΓ1(w) = IndΓ2(w) (w /∈ Ω\σ(x))

�$���∫
Γ1

f(λ)(λe − x)−1dλ =
∫

Γ2

f(λ)(λe− x)−1dλ

	

�K�-
 �� � σ(x) = {α} ⊆ Ω ��>
� α ∈ Ω � x = αe �'� �(c)

f̃(αe) =
1

2πi

∫
Γ

f(λ)(λe− αe)−1dλ = e.
1

2πi

∫
Γ

f(λ)(λ − α)−1dλ = f(α)e jck

"����, �� C −→ A h$ �� h$ *��>
 �� ��� �� @�I )α ∈ Ω �'� DSQ � �'� αe ∈ AΩ �� *�� ��r �� N!\

"�3�:K� �$! �� �-��>
 (���3 �� (�� �� �� f ∈ H(Ω) �� �$��>� �/$ λe ∈ A �� �� λ ∈ C �'� .λ −→ λe

��	:85 f !� ����� (���3 �� �� f̃ (�� �� �&� � *Q�' �%
 �� A "� �� AΩ !� {αe : α ∈ Ω} = AΩ∩ < e >

)���

]�,� [:� @�:3� �� S �� "��	S� WA [��� "��8� "�$���' 	��� ��� h$ A � �3�:K� h$ S �= φ �'� �(d)

��>
� .	���� A "� �� S !� �$��*��>
 u, v �'� .@�o� (���3 �� )*�� ��� h$ �����S
 ]�, � ���/��

(uv)(s) = u(s)v(s) (s ∈ S)

3 #��
 ����� ���  � H̃(AΩ) N��E J�
 �� /��"�
 D�� -1" �
 H̃(AΩ) 3 H(Ω) 5���7 ����� 	
��

!��
 �����M ��' F�SU� �
 �� ��
 H̃(AΩ) �3�
 H(Ω) '
 ���� 5B�����3@�
  � f −→ f̃ �"�C�

#�C�� 4Ω �#��_� ��2���.]� ��' �
 �*
��1� ��R
 fn → 3 fn ∈ H(Ω) (n = 1, 2, · · ·) �7


f̃(x) = lim
n→∞ f̃n(x) (x ∈ AΩ) j`k

_b_



/ṽ(x) = e 3 ũ(x) = x 5��
� x ∈ AΩ �2 �
'
 �
 #�C�� 4Ω �
 v(λ) = 1 3 u(λ) = λ �7


	���� (�?
 G�5 C$�� !� j_k ����>-
� X$�:
 ) 	$��� *�� �� G�5 �� "��45 !� ��� *:15 �
����

��>
� . f̃ = 0 �'� )*�� ��� f −→ f̃ ��

f(α)e = f̃(αe) = 0 (α ∈ Ω)

)*�� h$ �� h$ f −→ f̃ 7$������ )f = 0 �&� �

�$��� )x ∈ AΩ � �-Q�' �� �� Ω �� �� σ(x) .Γ ��-
�� ������ w�Q �>-���
 +��|� "���

‖f̃(x)− f̃n(x)‖ =
1
2π

∥∥∥∥∫
Γ

[f(λ) − fn(λ)](λe − x)−1dλ

∥∥∥∥
≤ 1

2π

m∑
i=1

∥∥∥∥∫
γi

[f(λ)− fn(λ)](λe − x)−1dλ

∥∥∥∥
=

1
2π

m∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ bi

ai

gn(γi(t))γ′i(t)dt

∥∥∥∥∥
≤ 1

2π

m∑
i=1

∫ bi

ai

‖gn(γi(t))|‖γ′i(t)|dt

≤ M

2π
max
λ∈Γ∗

|f(λ)− fn(λ)|
m∑
i=1

L(γi)→ 0 (n→∞)

"�-����
 "�!�� [ai, bi] .i �� "�!� �� � ���� Γ = γ1

.
+ · · · .+ γm � M = maxλ∈Γ∗ ‖(λe− x)−1‖ (� �� ��

� g ∈ H(Ω) .f ∈ H(Ω) � '� � > $� +�� � 3 � � )* �� � �� , f → f̃ � � � � * �� | * �� � 5� � )* �� γi

���� (�?
 	$�� .h(λ) = f(λ)g(λ)

h̃(x) = f̃(x)g̃(x) (x ∈ AΩ)

�$��� ��>
� 	���� Ω �� 9�5 (�	� "�$�' [��� g, f �'�

h̃(x) = h(x) = f(x)g(x) = f̃(x)g̃(x)

	
����� Ω �� 9�5 (�	� � � $�' [���  !� {gn} � {fn} "����� � 
� � �
�� "��45 �� � � � �8� *��I ��

�$! �� *����/$ ���� (���� )*����/$ ���� gn → g � fn → f . Ω "���?Q "���3�:K� �$! �� �� "����

Runge �

_bc



�$��� f → f̃ [�� �>-���
 �� ��� �&� � fngn → h .Ω "���?Q "���3�:K�

h̃(x) = lim
n→∞(fngn)̃(x) = lim

n→∞ f̃n(x). lim
n→∞ g̃n(x) = f̃(x)g̃(x)

� )*�� �$�K��� H(Ω) ��$! *�� �$�K��� ��� h$ H̃(AΩ) �� *�� ��r G��5

N��E J�
 �� /f ∈ H(Ω) 3 x ∈ AΩ 5��� Q�� ����� 	
��

/f(λ) �= 0 4λ ∈ σ(x) �2 �
'
 �
 �7
 �S�&3 �7
 ��
 ��ZM Y�1%� A �� f̃(x) �(a)

/σ(f̃ (x)) = f(σ(x)) �(b)

/����7��� �U�	 �"�C� ����> 
� b �.B>

σ(x) ⊆ Ω1 ⊆ Ω �� Ω1 !�� "�3�:K� h$ �� ��>
� .	���
 σ(x) �� "�0H ��� "���� f �'� �(a) �
����

)*�� h�Q������� g = 1
f [�� 

)f(α) �= 0 . α ∈ Uλ �� "�!� �� �� *1� λ !� Uλ ⊆ Ω �>$�1:� . λ ∈ σ(x) �� "�!� �� �!�"
#

σ(x) ⊆
⋃

λ∈σ(x)

Uλ
���-. σ(x)

=⇒ σ(x) ⊆ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn := Ω1 (∃λ1, · · · , λn ∈ σ(x))

	

E�/�� f̃(x) �&� � f̃(x)g̃(x) = e �� 	���� (�?
 jΩ "�� �� Ω1 ��k G�5 "��45 . fg = 1 �$��� Ω1 �� (�A

)*�� �$&


�� *1� h ∈ H(Ω) [�� ��>
� f(α) = 0 . α ∈ σ(x) h$ "�!� �� �'� F/����

(λ − α)h(λ) = f(λ) (λ ∈ Ω)

�$��� α "��S
 !� �>$�1:� h$ �� )*�� �$&
 v-?� .α �= λ ∈ Ω ��S
 �� h P�,� �� �!�"
#

f(λ) =
∞∑
k=0

f (k)(α)
k!

(λ− α)k = (λ − α)
∞∑
k=1

f (k)(α)
k!

(λ− α)k−1

	 )*�� ����� h′(α) = f ′′(α)
2! � h(λ) =

∑∞
k=0

f(k+1)(α)
(k+1)! (λ− α)k �&� �

7$������

(x− αe)h̃(x) = f̃(x) = h̃(x)(x − αe)

spectral mapping theorem �

_b`



)	����:
 �$&
 E�/�� ��
 f̃(x) .*1�
 �$&
 E�/�� A �� x− αe (�A @�I

�$��� )β ∈ C �$��' �(b)

β ∈ σ(f̃(x)) ⇐⇒ f̃(x)− βe /∈ G(A) ⇐⇒ (f − β)̃(x) /∈ G(A)

(a)⇐⇒ f(λ)− β = 0 (∃λ ∈ σ(x)) ⇐⇒ β = f(λ) (∃λ ∈ σ(x))

⇐⇒ β ∈ f(σ(x))

� )	$��� *�� �� �/I �� 7$� !��

4g ∈ H(Ω1) 4f(σ(x)) = σ(f̃(x)) -��" �'�
 ����]� Ω1 4f ∈ H(Ω) 4x ∈ AΩ 5���7 ����� 	
��

/h(λ) = g(f(λ) 3 Ω0 = f−1(Ω1)

/h̃(x) = g̃(f̃(x)) 3 f̃(x) ∈ AΩ1 N��E J�
 ��

/h̃ = g̃ ◦ f̃ #�C�� h = g ◦ f �7
 4��X�*
 �


�$��� G�5 "��45 !� jbk�� ��� �
����

σ(f̃(x)) = f(σ(x)) ⊆ f(Ω0) ⊆ Ω1

)*�� C$�� G��5 g̃(f̃(x)) � f̃(x) ∈ AΩ1 �&� �

� � * 1 � W !� � "� 3� : K � )�� � ' � � �� �� Ω1 �� �� f(σ(x)) � � � � � �� � �� � - �� (� � A �� Γ1 �� - 
� �

� σ(x) ⊆W ⊆ Ω0

IndΓ1(f(λ)) = 1 (λ ∈W ) j_k

�� ��� 7$����� � ) 1
ζ−f ∈ H(W ) ��>
� ζ ∈ Γ1 �'� )���' �� �� W �� �� σ(x) �� �$��'�� (��A �� Γ0 ��-
��

�$��� Ω "�� �� W �� je)f)bk "��45

[ζe− f̃(x)]−1 =
1

2πi

∫
Γ0

[ζ − f(λ)]−1(λe− x)−1dλ (ζ ∈ Γ1) jck

�� 	����� ]�K$� jck� j_k .���'�� �� �� Ω1 �� �� σ(f̃(x)) .Γ1 �� �K
� !�

g̃(f̃(x)) =
1

2πi

∫
Γ1

g(ζ)[ζe− f̃(x)]−1dζ =
1

2πi

∫
Γ0

1
2πi

∫
Γ1

g(ζ)[ζ − f(λ)]−1dζ(λe− x)−1dλ

=
1

2πi

∫
Γ0

g(f(λ))(λe− x)−1dλ =
1

2πi

∫
Γ0

h(λ)(λe − x)−1dλ = h̃(x)
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�

)*�� �-$��>� � �?$� ���� ���� �� *1T
 ������ )�$!���
�� �0�B ]�1I !� ������ 	�A "�6��� �� (����

�-��� �'� )x = yn ����� �-��� y ∈ A h$ "�!� �� ��' �� *�� A �� N� n "�?$� "���� x ∈ A �43 ��$�'

��>
� 	��� N� [�� h$ f(λ) =
∑∞

n=0 αnλ
n �'� )	�$�'�� x �-$��>� h$ �� y ��>
� x = exp(y) �����

.C "��� ? Q "� �� 3� : K � � $! � � * ��� � / $ �� � � (� A .H(C) � � f −→ f̃ * �� > 
 � > - �� � 
 � � � ��  � �

�$��� .sn(λ) =
∑N

n=0 αnλ
n −→ f(λ)

f̃(x) = lim
N−→∞

s̃N (x) = lim
N−→∞

N∑
n=0

αnx
n =

∞∑
n=0

αnx
n (x ∈ A)

)(exp )̃(x) =
∑∞

n=0
xn

n! = exp(x) �$��� x�;�

N��E J�
 �� /��1� 
�� 52 '
 
�∞ 3 �UE σ(x) 3 ��ZM Y�1%� x ∈ A 5���7 "���� 	
��

d��
 A �� ��&�� �2 '
 �_�� �
�
� x �(a)

d��
 A �� 5����C0 �
�
� x � (b)

/‖x−1 − P (x)‖ < ε �� �B2 P �
��.� ��; #�C�� ε > 0 �7
 �(c)

/��"�
 ��E�* J��; ���
�&�� 8a9 �� �2�_�� #�C�� ��" n>
3 ��W� �a�aI ��V� �� σ(x) #3H� �
 �7


*�� ����� f [�� 7$������ )*�� [5�� C \ σ(x) ��	=� �
 "	��:� "�0��� �� 0 w�Q ����� Ojak �
����

"����� �� � ���� h�Q������� σ(x) ⊆ Ω "���� 	��:� � !�� "�3�:K� h$ �� �� "����

exp(f(λ)) = λ (λ ∈ Ω)

ja)f)bk "��45 �� ��� 7$������ )j���Ak 	���� s	H

exp(f̃(x)) = x

(�� �� �� f ��>
� 0 < λ <∞ ����� �-��� λ ∈ σ(x) �� "��� �'� )*�� x �-$��>� h$ y = f̃(x) 7$������ �

��=� �� σ(y) = σ(f̃(x)) = f(σ(x)) *��I 7$� �� 7$������ )j���Ak 	��� �S�SI σ(x) �� �� ��� ���-�� (��A

�� 	���� (�?
 �0�B *��>
 "��45 � .zn = exp(y) = x ��> 
� .z = exp
(
y
n

) �'� )���� ��� 5 �S�SI

)	���� *��| �� (b) � (a) 7$� )σ(y) ⊆ (−∞,+∞) ��' �� σ(z) = exp(σ( yn )) ⊆ (0,∞)
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)*�� D� �� S2 \ Ω � 0 /∈ Ω �� *�� ����� σ(x) ⊆ Ω !�� "�3�:K� �&� 0 �= σ(x) (�A . (c) +��|� "���

�$! �� �� *1� ��"��8:�	�A !� {Pn} "����
� .� �
�� "��45 �� ��� � �-��� v8� H(Ω) �� 1
λ [�� 7$������

‖Pn(x) − x−1‖ → 0 .f → f̃ �>-���
 �� ��� F
 )Pn(λ) → 1
λ *����/$ ���� .Ω "���?Q "���3�:K�

� )n→∞ �� �-5�

�� �B2 N v��&�� #�C�� �"�
 � �ZM Y�1%� ����� � n × nv��&��  � M �7
 �#���� 	�
��

/M = exp(N)

� )	$��>� D8-T� " n× n "�� F$� �� "��8� ��� �� A �
����

N��E J�
 �� /P (x) = 0 �� ���R
 �"�
 �
��.���; � P 3 x ∈ A 5���7 ������ 	
��

d��
 n>
3 P ��2�UE ����.]� �� σ(x) �(a)

/σ(x) ⊆ {0, 1} #�C�� 4x2 = x ��%� 4�"�
 �
�& ��*  � x �7
 (�* �0�I �� �(b)

/��
 8e 3 | '
 ��P9 �S��
 ��P �
�& ��* �
�
� A #�C�� �"��� ��&�� A '
 ��X�� $�	 �7
 �(c)

�$��� .�0�B *��>
 "��45 �� ��� �
����

P (σ(x)) = σ(P (x)) = σ(0) = {0}

)	���� *��| �� (b) � (a) 7$�

� ���� [�5 �� σ(x) �M
� !� h$ �� �� 	�-1� Ω1 � Ω0 "��K� � !�� "���3�:K� ��>
� 	���
 D� �� σ(x) �'�

σ(x) ⊆ Ω0 ∪Ω1 := Ω

�$��� �!�"
#

σ(x) = [O0 ∩ σ(x)] ∪ [O1 ∩ σ(x)]

	 � �� ��� 5 )O0 ∩ O1 ∩ σ(x) = ∅ � O1 ∩ σ(x) �= ∅ .O0 ∩ σ(x) �= ∅ .	 
!� � C �� O1 � O0 (� �� � �

Ω1 = O1\O0 � Ω0 = O0

∅ �= O1 ∩ σ(x) = [(O1\O0) ∩ σ(x)] ∪ [O0 ∩O1 ∩ σ(x)]

Runge �

_be



	 )f2 = f � f ∈ H(Ω) �$��� )Ω1 �� f(λ) = 1 � Ω0 �� f(λ) = 0 �� �$��'�� 7��A �� f

�0�B *��>
 "��45 �� ��� (�A � .y2 = y �$��� .y = f̃(x) ���� ���5 �'� 7$������

σ(y) = σ(f̃(x)) = f(σ(x)) = {0, 1}

� )	�-1� �
�/$ "���3�:K� e � 0 C�B ��$! *�� �M$	� �
 (�� ��� h$ y
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