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  چكيده

گيريم، كه در آن مشتري را در نظر مييك فرآيند رسيدن ساكن و بازخورد تأخيري  با G/k/. هاينوعي از انواع صف
كه توزيع آن داراي يك تابع -مشتريان پس از دريافت خدمات، و البته پس از يك تأخير مستقل عمومي در بازخورد 

-استفاده مي) Coupling(ج متقابلهاي تزوياز روش. گردندمكرر به انتهاي صف باز ميطور به - باشدچگالي پيوسته مي
در حالي كه توزيع -كنيم تا نشان دهيم كه تحت شرايط متعادلي، جريان بازخوردي بازگشت مشتريان به انتهاي صف 

اي دهد كه تخمين سادهاين امر به ما اجازه مي. به يك فرآيند پواسن همگرا است -يابدافزايش مي نسبتاًتأخير بازخوردها 
چنين اثبات متقابل جديدي براي نتيجه كلاسيك انجام دهيم؛ و همهاي تحت پواسن تظار در رسيدنبراي زمان ان
Breiman و بحثي را  در ضمن تأخيرهاي غير مستقل را هم در نظر ميگيريم. دهدارائه مي) 1963(در آمد و شد بزرگراه

  .دگونه از تأخيرها و نتايج مورد انتظار ارائه خواهيم داي ايندرباره
  

  كلمات كليدي
، فرآيند )Delayed feedback queue(، صف بازخورد تأخيري)Finite buffer queue(صف داراي بافر متناهي

پايداري، فرآيند بازخوردي ، )Customers’ general distribution(پواسن، توزيع عمومي مشتريان
اي نهايت خادم، فرآيند نقطهي بيداخل، سامانه، ت)Coupling(اي، تزويج متقابل، تابع جرم نقطه)Stationary(ثابت

Ergodic ،كسر/شكست)Fraction(  
  

  معرفي
  رود؟كار ميكجا بهدر چيست و  1تئوري صف

صورت سازي و آناليز اين خطوط انتظار كه بهاست و تئوري صف، تئوري رياضي در راستاي مدل 2خط انتظار صف، يك
نوعاً يك مدل  .مدل صف، يك شرح انتزاعي از سامانه مورد نظر است. كنندمي )سرويس(تصادفي به تقاضاها ارائه خدمت

براي مثال، در زمينه ارتباطات . ست4چنين طبيعت تصادفي تقاضاهاسامانه و هم 3صف نماياني براي پيكربندي فيزيكي
زمان . وان مشتريان در نظر داشتعنها را به، و پيام5عنوان يك خادمتوان بهارتباطي را مي) رسانه(اي، يك مجرارايانه
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در مقابل به زمان . دهيمنام مي 6دهند را فرآيند وروديها براي استفاده از مجرا درخواست ميتصادفي كه در آن پيام
  .گوئيممي 7ها با اشغال مجرا در طول خطوط آن منتقل ميشوند را فرآيند خدمتتصادفي كه در آن پيام

هاي آمد و از شركت تلفن كپنهاگ بر روي جريان A. K. Erlangبا كارهاي 1900دهه  هاي آغازينتئوري صف در سال
و بسياري ديگر با صرف زمان و  Jackson ،Takacs ،D’Avignonدر ادامه افرادي مانند . متولد شد 8مخابراتيشد 

  .9شماري بر روي نظريات مرتبط با تئوري صف، اين دانش را بسط و گسترش دادندهزينه بي
تنها ارتباطات مخابراتي و علوم كامپيوتر را در امنه كاربردي اين نظريه به قدري در اين ساليان پيشرفت كرده است كه نهد

كارهاي نظامي و بسياري موارد ديگر، نياز به خود را به رخ بشر قرن بر دارد، بلكه در صنعت، كنترل آمد و شد هوايي، 
)  سازي و علوم مشابهريزي خطي، شبيهدر كنار برنامه(ن يك متدلوژي استاندارد عنواتئوري صف به .استاخير نشان داده

  .براي تحقيقات عملياتي و علوم مديريتي مطرح است
  و اهداف طرح مسأله
در يك مدل صف داراي بازخورد  11براي تخمين جريان ورودي پواسن 10بر روي اين مسأله، ايجاد يك تطابقهدف از كار 

  :كنيمصف بازخوردي مورد نظر را به شكل زير تعريف مي مدل. است 12تأخيري
عمومي براي ، يك توزيع λبا نرخ  Ergodicكه داراي جريان ورودي ثابت  G/k/.يك صف با بافر متناهي به شكل 

مشتريان پس از اخذ خدمت ممكن است به انتهاي صف  .گيريمو بازخورد داراي تأخير مشتريان در نظر مي 13خدمات
متغيري براي يك تابع تصادفي توزيع  Wدهيم كه در آننمايش مي cWشكل تابعي بهاين بازگشت را با روند . بازگردند

  .دهيمرا ضريب اندازه تأخير بازخوردها نام مي c > 0پيوسته است و 
  :شود يعنيداراي مقادير بسيار بزرگ مي cاست كه ضريب اندازه  مسأله مورد نظر ما بررسي رفتار سامانه در هنگامي

c→∞ 
ند كه مجموع كار سامانه از ه به صف در حالي منتظر خواهند ماي به اين معني است كه مشتريان رسيدهاصف با بافر متن

البته اين تلقي تنها براي . تلقي خواهند شد 14رفتهدستازصورت مشتريان، در غير اين. كوچكتر باشد bيك حد بالا مثل 
رفته در رجوع دستارد و بنا بر تعريف مسأله، اين امكان هست كه همان مشتريان ازهمان بار رسيدن به صف وجود د

صورت ضمني وارد بدين ترتيب مفهوم استقلال را به .مجدد به صف براي بازخورد در دفعات بعدي وارد صف انتظار گردند
  .نمائيمصورت مسأله مي

دهيم باشد، نشان مي 2σو واريانس  mي نظير هامتنر متوسط كه دفعات بازخورد مشتريان به سامانه داراي مقداهنگامي
به  cتحت شرايطي كه توزيع تأخيرها در مقياس با فرستادن  گردند،اي ثابت مشترياني كه به صف باز ميكه فرآيند نقطه

پواسن،  با نگاهي خاص به جريان ورودي. همگراست mλبا نرخ  به يك فرآيند پواسن يابد،نهايت افزايش ميسمت بي
  .تخمين زد λ(m+1)داراي نرخ پواسن  M/G/kتوان طول صف ثابت را با طول صف غير بازخوردي مي

توزيع زمان خدمات، بازخوردها، (تواند اين باشد كه براي هر وضعيت و تنظيمات عمومي نتيجه عجيب در اين بحث مي
  .نباشند iidبزرگ بوده ولي حتي اگر تأخيرهاي بازخوردي در مقياس . پواسن رخ خواهد داد...) 

  مندي ما به مسألهعلاقهدلايل 
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مندي به مدل طراحي شده پيشنهادي در اين مقاله، كاربردي بودن و مشابهت آن براي دليل اصلي اين انتخاب و علاقه
 16بازكاررات توان اثوسيله ميبدين. است...) روش ترتيبي خطي، آبشاري، ( 15افزار عموميهاي طراحي نرمسازي روندمدل

  :شوندهاي زير تعريف ميدر اين مدل پيشنهادي، نقش .هاي كاري را سنجيدبر روي انباره
 .افزاري كه محصول نام دارندهاي نرمپروژه: مشتريان 
 .محصولات را بر عهده دارندكه وظيفه طراحي  17افزاريدهندگان نرمتوسعه: هاخادم 
 تست يا كاربرد اوليه محصول هاي مستقلكلات يافته شده طي دورهنتيجه مشكه بازكار مورد نياز : بازخورد 

 .هستند
  .در اين مدل، تأخيرهاي طولاني در كشف مشكلات محصول و همچنين استقلال مورد نظر ما كاملاً قابل تطبيق هستند

  ساختار ادامه مقاله
استنباط فرعي هم براي فرآيندهاي ورودي  دهيم و يكقضيه اصلي را ارائه مي ما) برآيند و نتيجه اصلي(در بخش بعدي 

را براي حالتي  18پذيردر انتها يك عموميت امكان .در ادامه به اثبات اين نتايج خواهيم پرداخت. گيريمپواسن در نظر مي
  .هاي بازخورد تأخيري وجود نداشته باشد را بررسي خواهيم نمودكه استقلال پيش فرض بين زمان

  
  برآيند و نتايج اصلي

. رسندبه سامانه مي λبا نرخ  Ergodicمورد نظر ما در اينجا، مشتريان تحت يك فرآيند ثابت  19ر مدل صف بازخورديد
شايان . طور كامل از آن جدا شود، پيش از آنكه بهبار ديگر باز خواهند گشت Miرسد و ام به انتهاي صف ميiمشتري 

  .هستند 2σريانس متناهي و وا mي هو داراي متوسط متنا iidها Miذكر است كه 
كند و سپس با خادم با توزيع عمومي دريافت مي kايستد، خدمات را از يكي از ام در صف ميiپس از رسيدن، مشتري 

ام براي بازخورد مراجعه كرده است را با kتأخير مشتري هنگامي كه براي بار  .گردديك تأخير به انتهاي صف باز مي
cWik كنيم كه در آن واحد زماني فرموله ميc > 0 فرض ما بر اين است كه  .يك ضريب ثابت در نظر گرفته شده است
  .هستند fشوند و داراي تابع چگالي پيوسته نظير مشخص مي Wبا يك توزيع رايج هستند كه با  iidها Wikتمام 

د كاري بيابند، در لحظه واح bكنيم كه مشتريان رسيده به صف، اگر صف را داراي بيشتر از فرض مي 20براي پايداري
بار به انتهاي صف خواهد رسيد، اما در حقيقت تنها زماني كه زمان  Mi+1ام به مقدار iمشتري  .گويندصف را ترك مي

سازد اين فرض زماني اهميت خود را نمايان مي. واحد كاري كمتر باشد، در انتظار خواهد ماند bانتظار از زمان متناظر با 
   .را بزرگ در نظر بگيريم bو مقدار كه صف را پايدار 

خالي  t–كنيم و صف را براي آغاز در زمان را ثابت مي tمان، در ابتدا مقدار براي ساخت يك نمونه ثابت از صف بازخوردي
Ai,kكند را با ام بازخورد به صف مراجعه ميkام براي بار iزماني را كه مشتري . گيريمدر نظر مي

t دهيمنمايش مي. 
Ai,1صورت به كننداي بار اول به صف مراجعه ميكه بريان را هنگاميمشتر

t در نتيجه. كنيممي 21ثبت:  
… < A2,1

t < A1,1
t < 0 < A0,1

t < A-1,1
t < A-2,1

t < … 
  :كنيمتعريف مي

εk
t ≡ ∑i=-∞

∞ δ(Ai,k
t) 
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   23ازخوردي ثابتنتيجه اصلي ما با خصوصيات فرآيندهاي ب. است wدر  22اينقطه جرمتابع  δ(W)كه در آن 
εk ≡ lim t→∞ εk

t , k=1,2,… 
كه هنگامي ،ست24هافرآيند ثابت زمان εkبه بيان ديگر  .كنيم وجود دارند و يكتا هستندسروكار دارد كه فرض مي

  .رسندام به انتهاي صف ميkمشتريان براي بار 
  

گردند به يك فرآيند به انتهاي صف بازمي، فرآيند مشترياني كه ∞→cصورت با افزايش مقدار ضريب اندازه به :نتيجه
  .دهيمرا در قالب قضيه زير ارائه مياين نتيجه اصلي مورد نظر ماست و آن. همگراست mλپواسن با نرخ 

  
مشتريان به انتهاي صف بازخوردي پس  25عنوان فرآيند ثابت بازگشتبه k>1براي  ε ≡ ∑ εkبا فرض :اصلي يقضيه

و فرآيند  λمثل  Ergodicر مدل صف بازخوردي معرفي شده در بالا كه داراي يك نرخ ثابت ز زمان تأخير بازخورد، د
  :است، آنگاه داريم ε1ع ورودي شرو

ا

                                                

ε →d Pmλ as c→∞ 
  .اي استگرايي در توزيع براي فرآيند نقطهبه معني هم d→كه در آن 

  
گرايي شرايط فرآيند ورودي شروع را ر اين همسازگار و همگراست و نبايد د k>1قضيه بالا تنها براي حالت  :يك نكته

  .برقرار نخواهد بود k≥1اين بدين معني است كه قضيه بالا براي . لحاظ نمود
  

  :براي فرآيند ورودي خواهيم داشت λبا فرض صف بازخوردي با نرخ پواسن برابر  :استنباط فرعي قضيه
∑ k≥1 εk →d P(m+1)λ  as c→∞ 

  :انگيزاندعنوان نتيجه بر ميراي نكته زير بهذهن را باين استنباط فرعي 
  

بدون  M/G/kرا با استفاده از طول يك صف ثابت  LFتوان طول صف ثابت بالا با نمايان متغير تصادفي مي :نكته دو
  :شود، تخمين زدنشان داده مي LM/G/kمتغير تصادفي  كه با نمايان λ(m+1)بازخورد ولي با نرخ پواسن ورودي 

LF ≈d LM/G/k 
اين نكته ما را براي . صف مورد نظرمان است البته شرايط تخمين بالا در نظر داشتن زمان تأخير قابل قبول براي مدل

  .سازدهاي استاندارد صف براي  تخمين مقادير كارآيي صف بازخوردي رهنمون مياستفاده از فرمول
  

  نتايج اصلياثبات 
  :نمود صورت زير خلاصهتوان بهمراحل اثبات را مي

ها پواسن در اين مدل ورودي. كنيممان طراحي ميبراي سامانه صف بازخوردي 26ي مزدوجدر ابتدا يك نسخه .1
دهيم كه جريان بازخورد مشتريان در اين مدل به يك نشان مي. نهايت خادم در اختيار داريمهستند و بي
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نتيجه جريان بازخوردي مشتريان ذاتاً با  كنند و دردر اين ساختار مستقل عمل مي. فرآيند پواسن مجانب است
 .فرآيند مستقل پواسن انطباق دارد

سازيم تا با تقريب مناسبي تمام در ادامه اين ساختار را با ساختار سامانه مورد مسأله در اين مقاله مزدوج مي .2
اختار اصلي به به اين ترتيب س. مشتريان بازخوردي در ساختار اصلي به مشتريان ساختار مزدوج مجانب شوند

 .نهايت خادم تعريف شده جديد منطبق خواهد بود و يك فرآيند پواسن را دارا خواهد بودمدل بي
بر  28مقدم و بر فرآيند خروجي صف 27طوشراثبات را متوان در نگاه نخست ممكن است اينگونه به نظر بيايد كه مي

دليل اين امر عدم . كه اين گفته صحيح نيستحالي ارائه داد در بازخورد صف، پس از گذر ابتدايي مشتريان بر صف
بين زمان بازخورد دوم  و سوم  29دليل امكان بروز تداخلبههاي بازخورد آتي از يكديگر و از زمان اول استقلال زمان

خ گونه تداخلي بين مشتريان رنهايت خادم هيچحال اينكه با فرض بي .باشدميمشتري اول و زمان ورود مشتري ديگري 
  .نخواهد داد
به دليل تداخل و مشكلات ريز ناشي از   هارسد كه نتيجه مورد نظر ما در اينجا براي تعداد محدودي از خادمبه نظر مي

  .اي استاندارد منطبق نخواهد بودگرايي فرآيند نقطهعدم استقلال، كاملاً بر نتايج هم
و به آن نام  كنيمساختار ابتدايي مد نظرمان معرفي مي همين دلايل ابتدا يك سامانه صف بازخوردي مزدوج برايبه
سامانه اصلي ماست و داراي نوع رفتار و شرايط اين سامانه كاملاً مشابه  .دهيمرا اختصاص مي 30"نهايت خادمسامانه بي"

قادير متناظر در اي با ممقادير عددي اين سامانه را با علامت مشخصه .نهايت خادم استو تعداد بي λنرخ ورودي پواسن 
  :و داريم كنيممشخص مي έ1از اين رو فرآيند ورودي اوليه را با  .سازيمسامانه اصلي متمايز مي

έ1 =d Pλ 
  :كنيم و داريممشخص مي έkرسند را با ام به صف ميkفرآيند مشترياني كه براي بار 

έ = ∑k>1 έk 
  .31گونه تداخلي نخواهيم داشتبه همين دليل هيچ در اين مدل مشتريان هرگز در صف به انتظار نخواهند بود و

نهايت خادم، فرآيند بازخورد به يك فرآيند پواسن مجانب اصل موضوع اول بر اين نكته استوار است كه براي سامانه بي
  .كنيماستفاده مي Ξاي فرآيند نقطه يبرا Bمجموعه  براي نمايش تعداد نقاط Ξ(B)در زير از علامت  .شودمي
  

  :هاي بالا خواهيم داشتها و نمايانبا در نظر گرفتن فرض :موضوع يكاصل 
έ →d Pmλ  as c→∞ 

هاي پشت نهايت خادم نگريست، ما ذاتاً صفصورت يك صف بيتوان بهاز آنجايي كه تأخيرهاي بازخوردي را مي :اثبات
از آنجايي . ايجاب شده است 32نيگردارقيقها خواهيم داشت كه براي خروج مشتريان از صف بين آن ∞/M/Gسر هم 

چنان پواسن است، اين هم 33رقيقو يك فرآيند پواسن  يك فرآيند پواسن دارد ∞/M/Gكه خروجي ثابت يك صف 
  :دهد كهنتيجه را مي

έk =d Pλk (1) 
  :كه در آن

λk = λP(M≥k-1) 
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لزوماً  έها يعني نهي آنتيجه فرآيند حاصل از برهممستقل نخواهند بود، در ن …,k=2,3براي  έkهرحال فرآيندهاي به
  .يك فرآيند پواسن نخواهد بود

  :دهيمكنيم و قرار ميمي 35را تثبيت B⊂Rصورت بهBorel 34در مرحله بعدي چند مجموعه 
w = sup{x | x∈B} - inf{x | x∈B} 

به انتهاي صف باز  Bگيريم كه طي ر ميرا تعداد مشتريان مختلفي در نظ N. خواهد بود Bاندازه مجموعه  wكه در آن 
شود مشاهده مي .بار به انتهاي صف باز گرددتواند بيش از يكزيرا هر مشتري مي Ξ(B)≥Nكنيم كه توجه مي. گردندمي
∞-داراي يك توزيع پواسن با پارامتر  Nكه 

+∞ λp(x)dx∫ كه در آن است ،p(x)  احتمال آن است كه يك مشتري كه
به صف  Bبار طي كه يك مشتري بيش از يكشانس اين .»به آن بازگردد Bبه صف رسيده، طي  xر زمان براي بار اول د

  :بازگردد برابر است با
E[P(N> έ(B)|N)] ≤ E[NP(cW≤ω)] → 0  as c→∞ 

ع ، با جمگردند متفاوت از يكديگرندبه صف باز مي B، چون تمام مشترياني كه طي (1)با اين شرايط و نزديك شدن به 
  :از اين رو خواهيم داشت .باشد mλبايد  έبينيم كه نرخ فرآيند مي kروي  (1)زدن 

έ(B) →d Pmλ(B)  as c→∞ (2) 
  

از اين روش براي تزويج . اصل موضوع دوم يك نتيجه تزويجي براي متغيرهاي تصادفي داراي تابع چگالي پيوسته است
  .گيريمهاي بازخورد كمك ميزمان

  
وجود دارد كه براي تمام  0δ<*، يك є>0و  +Rروي  fا فرض يك تابع چگالي پيوسته نظير ب :اصل موضوع دو

*δ0<δ< منفي نظير توان  متغيرهاي تصادفي ناميW  وŴ  ها هر دو آنرا بر روي يك فضاي احتمال مشابه ساخت كه
  :باشند و fداراي تابع چگالي مشابه 

P(Ŵ=W+δ) ≥ 1- є 
  :اي كهكنيم به گونهاختيار مي L، يك مقدار براي 0є<با داشتن مقدار  :اثبات

∫0L f(w)dw ≥ 1- є 
 اي كه گونهيافت به δ*توان يك صورت پيوسته و يكنواخت محدود هستيم، ميبه [L ,0]ي از آنجايي كه به مجموعه

*δ0<δ< دلالت بر اين داشته باشد كه:  
|f(w) – f(w-δ)| ≤ є/2L 

صورت اي كه بهكنيم به گونهصورت تصادفي انتخاب ميرا به (w,z)اي نظير نقطهكنيم و تثبيت مي δبر روي يك 
 w-δرا برابر  Wگاه صادق باشد، آن z ≤ f(w-δ)اگر . گيريممي wرا برابر  Ŵ .واقع گردد fزير نمودار  36يكنواخت
يط يكنواختي در محدوده تعريف اي با همان شراگاه نقطه، آنz > f(w-δ)صورت و اگر در غير اين. نماييماختيار مي

  W= w-δ: دهيمكنيم و قرار ميانتخاب مي {f(w) ≤ z ≤ f(w-δ) | (w,z)}شده 
  :قابل اثبات است كه با اين ساختار داريم

P(W ≤ t) = P(Ŵ ≤ t) = ∫0t f(w)dw , 
P(Ŵ = W+ δ) ≥ ∫0∞ min{f(w), f(w-δ)}dw ≥ ∫0L (f(w) - є/2L)dw ≥ 1 – є/2 – є/2 = 1- є 

  .نمايدپيروي مي [L ,0]محدود به  fه در آن، قسمت قبل از آخر از پيوستگي يكنواخت ك
  

                                                 
34 For more details on Borel Sets, go to Appendix I 
35 Fix 
36 Uniformly 



از اين . نماييم 37سازيرا با يكديگر همتا Ergodicاي چنين به يك اصل موضوعي سوم نيازمنديم تا فرآيندهاي نقطههم
  .ييمنمااستفاده مي ε1 از اصل براي تعميم نتايج به فرآيند ورودي از شروع يعني

  
، є>0و  A,Bكه نظير  38مشترك، متّفق و مشاع λنرخ  Ergodicبا فرض دو فرآيند ورودي ثابت  :اصل موضوع سه

با اختلاف  هاهر يك از اين جفت. نماييم 39صورت جفت متناظررا به Bو  Aتوان مشتريان كه مي وجود دارد 0δ<يك 
فت شده و جفت نشده هر دو فرآيندهايي ثابت خواهند بود و و فرآيندهاي مشتريان جاز يكديگر خواهند رسيد  δزماني 

  .خواهد داشت єاي كمتر از دومي چگالي
كه هر دو يافت كه شانس اين δتوان مقدار به اندازه كافي بزرگي براي مي Ergodicكارگيري تئوري با به :اثبات

A([0,δ])  وB([0,δ])  در فاصله[δ(λ- є/2),δ(λ+ є/2)] 1به كمتر از مقدار  قرار گيرند را-εاين مقدار  .تقليل دهد
  .گيريمرا يك متغير تصادفي يكنواخت در نظر مي U(0,δ)كنيم و تثبيت مي δرا براي 

با اين ساختار، حداقل . كنيمتقسيم مي i∈Zبراي مقادير  [U+iδ, U+(i+1)δ]هايي نظير حال محور زمان را به بازه
مشتريان . هستند єδبا يكديگر داراي اختلاف  Bو  Aد مشتريان در فرآيندهاي  ها، تعدااين بازه از є-1 40در شكست

-ها بهدر بازه єدر اين حالت حداكثر به اندازه . كنيمصورت كاملاً تصادفي با يكديگر متناظراً جفت ميدرون هر بازه را به
 مشتري λєنيم كه اين حداكثر براي داگذاريم و ميمشتريان جفت نشده را كنار مي. مانندصورت غير جفت باقي مي

  .كاملاً اختياري بود، نتيجه مورد نظر قابل قبول است єاز آنجايي كه مقدار . اتفاق خواهد افتاد
  

  .پردازيمي اصلي ميجا، به اثبات قضيهحال با استفاده از تمام موارد گفته شده تا اين
  

داشته  B⊂Rكه  Borelدوج كنيم كه براي هر مجموعه محدود را مز έو  εچنان اگر بتوانيم آن :ي اصلياثبات قضيه
  :باشيم

P(ε(B) =έ(B)) →1 as c→∞ (3) 
 .كندگاه قضيه اصلي از اصل موضوعي يك پيروي ميآن

از  (є-1)گيريم تا حداقل كسر كمك مي اصل موضوعي سهكنيم و از را تثبيت مي 0є<ما )3(برقرار كردن  براي
حال . از يكديگر فرا برسند d، تا با حداكثر اختلاف زماني سازي نماييممزدوج و جفت εن در را با نظايرشا έمشتريان 

  :كنيم تااختيار مي cمقدار به اندازه كافي بزرگي براي 
(d+b+a)/c < δ* 

 از توزيع є-1همان كسر  aشود و يافته مي f 41بر روي تابع چگالي بازخوردي اصل موضوعي دواز اجراي  *δكه در آن 
  .خدمت است

 .كنيمسازي مزدوج ميهاي بازخورد ايجاد شده براي مشتريان هر جفت را براي همانندحال زمان خدمت و تعداد حلقه
در نتيجه پس از گذر . واحد كاري منتظر خواهند ماند bاندازه زمان كند كه مشتريان حداكثر بهشرط پايداري تضمين مي

از يكديگر، از  واحد كاري a+b+dزمان شتريان با اختلاف زماني نه بيشتر از هاي ماز جفت є-1ز صف، حداقل كسر 
گيريم كه براي جفتي از مشتريان مزدوج، مشتري سامانه اصلي با اختلافي در نظر مي  .صف خارج و جدا خواهند شد

ظر بازخورد جفت زمان متنا. شودنهايت خادم از صف جدا مياز مشتري متناظرش در سامانه بي Δ < a+b+dبرابر 

ا
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 تا داشته *δ = Δ/c < δگيريم در نظر مي .سازيماصل موضوعي دو مزدوج ميرا با استفاده از روند  cŴ و cWيعني 
  :باشيم

P(cŴ = cW + Δ) = P(Ŵ = W + δ) ≥1-є 
اين  .ه باشندتوانند زمان خدمت و بازخورد غير مزدوج داشتاند ميمشترياني كه از ابتدا جفت نشده و غير مزدوج مانده

، مشتريان از شروع مزدوج شده دقيقاً در يك زمان مشترك در گذر بعدي به є-1بدين معناست كه با احتمال حداقل 
  .صورت غير مزدوج در خواهد آمد، جفت بهєنيز با احتمال حداكثر  .صف خواهند رسيد

توانند زمان مي م و مشترياني كه جفت نگردنددهيانجام مي 42)متعاقب(هاي بازخورد پسين تزويج همانندي را براي زمان
 .خدمت و بازخورد غير مزدوج داشته باشند

را دفعاتي كه  Mو  شوندكننده، غير مزدوج مييك جفت شروع گيريم كه در آنرا رخدادي در نظر مي Aرخداد 
  :دانيم كههاي قبل مياز پاراگراف.دهندبازخورد مي مورد نظر مشتريان در جفت

P(A|M) ≤ 2Mє 
ا  :شوند برابر است بامشترياني كه نهايتاً غير مزدوج مي هاي هر مشتري برايرو تعداد فرا رسيدنز اين

                                                

E[M|A]  = E[MP(A|M)] ≤ 2єE[M2] = 2є(σ2+m2) 
را نيز  Bصورت قراردادي بسيار كوچك نمود، شانس رسيدن يك مشتري غير مزدوج طي توان اين مقدار را بهميچون 

تحت  (3)شوند، رابطه با يكديگر جفت مي Bمانده در چون تمام مشتريان باقي. سيار كوچك در نظر گرفتتوان بمي
  .صادق خواهد بود є→0شرط 

  
  استنتاجث و بح

دارند نيز  iidهاي بازخورد غير هايي كه زمانتوان به سادگي براي موقعيتاستدلال تزويج استفاده شده در بالا را مي
نظير -از تمام شرايط kروي مقادير مختلف  cWikام يعني iام براي مشتري kكه زمان بازخورد كنيم فرض مي .بسط داد

داراي يك  Wikكه مستقل باشد، و اين -Si,kو ... و  Si,1هاي خدمت يعني و زمان  Miمجموع دفعات گذر وي يعني 
شود كه به سادگي مشخص مي. محدود شود Si,kو ... و  Si,1و  Miو  kتابع چگالي پيوسته باشد كه توسط مقادير 

  .استدلالي مشابه قضيه اصلي براي اين مدل قابل گسترش و جاري كردن است
  گيرينتيجه
-افزار و با عنايت به تمام موارد رياضي اثبات شده، فرضيه زير ارائه ميي مورد نظر ما در مهندسي نرممدل كاربردطبق 
ايي شرايط مدل حقيقي و مدل رياضي مورد مقاله، قابل اثبات دقيق رياضي نيز گراين فرضيه با توجه به همسان. شود

  .است و از طرف نگارنده به نظير كردن ذهني بسنده شده كار نشدهقام، تلاشي براي اينهست كه در اين م
  :عنوان پيش فرضبا در نظر داشتن موارد زير به

و  12يت كنترل در فرآيند پيش پردازش پالايشگاه گاز، فاز ساز مديرافزاري شبيهطراحي سامانه نرم: نام پروژه •
 ي عسلويه، منطقه13

 فرانسه Totalطرف ايراني نماينده شركت آقاي جان اصانلو، ، OASIS شركتمديريت ارشد : دهندهسفارش •

 گروه كاري كهكشان پارس، واحد مركزي: كارپيمان •

 
42 Subsequent Feedback Times 



 مداررضوانه حقيقت مهندس خانم آقاي دكتر مهرداد پيرايش،: پروژه تيم مديريت •

 تقوي آقاي مهندس مير: مدير امور هماهنگي •

 سازگار ميربخشي... اآقاي دكتر سيف :هاسنجي و آناليز نيازمنديهاي امكانمدير بررسي •

 نفر تمام وقت 27: تعداد اعضاي همكار در طول مدت پروژه •

 1384تابستان و پائيز سال : زمان اجراي پروژه •

 ماه 5: ليهزمان تخميني او •

توان نتيجه گرفت كه ساختار عملي از يك فرآيند با عنايت به شباهت كلي ساختار مثال جاري و مدل رياضي، مي: فرضيه
  .كندپواسن تبعيت مي

، %85با تقريب بالاي  گردند،افزاري، روزانه ترسيم ميصورت نرمصورت نمودار و بهكه به نتايج عملي و اجرايي پروژه: نكته
  .كندمسأله را تصديق مياين 
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 Borelهاي مجموعه:  Iضميمه 
در . است Xمتصل به توپولوژي  Xهاي از زيرمجموعه σ، يك جبر Xدر رياضيات، جبر بورل روي فضاي توپولوژيك 

  :وجود دارد σادبيات رياضي، حداقل دو معناي نابرابر براي اين جبر 
 43هاي بازمينيمال شامل مجموعه σجبر  .1
 44شردههاي فماكسيمال شامل مجموعه σجبر  .2

كه بورل نيز باشد،  Xناميم و به يك زيرمجموعه از هاي بورل ميورل را مجموعهپذير يك جبر بعناصر تفكيك
  .گوئيمجموعه بورل ميزيرم

كنيم گنجد و تنها به ذكر اين نكته بسنده ميي ساخت جبرهاي بورل در اين مقام نميهاي بورل و نحوهخواص مجموعه
نظير عنوان مثال در همين مقاله براي به. روندكار ميرياضيات شمارشي براي نظير كردن بههاي بورل در كه مجموعه

  .ي بورلي براي نقاط پيوسته استفاده نموديمگيري پيشرفته از مجموعههنگام استفاده از تابع جرم در انتگرالكردن به
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